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Vor-wort. 



Das Torliegende Buch enthält im Wesentlicben dasjenige, was 
als die erste Hälfte des Lehrfaches „Mechanik" im Winter des 
ersten Stadienjahres an der Technischen Hochschule zu Hannover 
vorgetragen wird. Der Studienplan der Hochscliule ist so einge- 
richtet, dass die Vortr^e über Mechanik erst beginnen, nachdem 
die Studirenden etwa 2'/2 Monate lang Differential- und Integral- 
rechnung gehM haben. Auf Grund dieser Anordnung kann in den 
Vorträgen über Mechanik von den Grundbegriffen der Differential- 
und Integralrechnung Anwendung gemacht werden. Dieser Vorgang 
kommt nicht nur der Mechanik, sondern auch dem mathematischen 
unterrichte zu statten, weil dessen Ei^ebnisse durch die Anwendungen, 
die sie in der Mechanik finden, geübt und befestigt werden. 

Besonderes Gewicht wurde auf Einfachheit und Anschaulichkeit 
gelegt, sowie auf allmählichen Obergang vom Leichten zum Ver- 
wickelteren. Allen wichtigen Sätzen sind erläuternde Beispiele aus 
dem praktischen Leben und aus der Technik in kleinerem Drucke 
beigefügt 

Der voriiegende erste Theil der Vorträge über Mechanik be- 
handelt die Mechanik des Punktes und der starren KOrper. Die 
Mechanik der elastischen und der flüssigen ECrper soll einen zweiten 
Theil, die allgemeine (analytische) Mechanik einen dritten Theil bilden, 
während eine eingehendere Elasticitätslehre vom Verfasser bereits 
1892/93 herausgegeben wurde. 

Bei der Abfassung des Buches ist anf Angabe der Quellen, 
auch der geschichtlichen, grösstentheils verzichtet worden; doch sei 
hervorgehoben, dass mir das Lehrbuch der technischen Mechanik 
von Ä. Bitter in Aachen, meinem hochverehrten Lehrer, in vielen 
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IV Vorwort 

Beziehungen ein Vorbild gewesen ist. Diejenigen Stellen, an denen 
ich Ritters Werk unmittelbar benutzte, sind im Boche ang^eben. 
Änch dem Lebrbuche der technischen Mechanik von Oscar Hoppe 
in Clausthal verdanke Ich werthvolle Anregung. 

Den Schluas des Buches bildet ein alphabetisches Verzeichnis 
der in den Formeln benutzten Bachstaben, sowie ein alphabetische^ 
Inhaltsyeizeichnia. 

Hannover, im Januar 1896. 



Es wird gebeten, vor dem Gebrauctie des Baches die am Schloss 
ang^ebenen Berichtigungen von Drackfehlern zu beachten. 
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Allgemeines. 

Die Mechanik ist die Lehre von der Bewegung der KOrper 
und von den Ursachen der Bewegung, den Kräften. 

wahrend ein Körper sieh bewegt, führt jeder Punkt desselben 
seine besondere Bewegung aus, und es wird die Bewegung des 
eanzen Körpers erst dann völlig bekannt sein, wenn man sie für 
jeden einzelnen seiner Funkte a^eben kann. 

Ein Pankt beschreibt bei seiner Bewegung eine ununterbrochene 
Bahnlinie, während zugleich eine gewisse Zeit verfliesst Zur 
Kenntniss der Bewegung eines Punktes ist daher erforderlich, dass 
man die Form der Bahnlinie kennt und ausserdem anzugeben ver- 
mag, an welcher Stelle seiner liahn der bewegliche Punkt sich in 
jedem Augenblicke befindet. 

Soll die Bewegung eines Körpers aus ihren Ursachen hergeleitet 
werden, so muss man ausser der geometrischen Form and Grösse der 
Körper auch noch gewisse physikalische Eigenschaften derselben, 
zunächst ihre StofTmenge, ihren Gehalt an träger Materie berücksich- 
tigen, weil diese von wesentlichem Einfluss auf die Bewegung ist Die 
Menge der trägen Materie wird kurz die Masse des Körpers genannt. 

Je kleiner die räumliche Ausdehnung eines Körpers ist im 
Verhältnisse zur Längenerstreckung der Bahnlinien seiner einzelnen 
Punkte, desto näher werden diese einzelnen Bahnlinien an einander 
rücken, desto weniger werden sie sich also räumlich von einander 
unterscheiden. Betrachtöt man z. B. die Bewegung einer geworfenen 
Kugel aus einiger Entfernung, so wird man in vielen Fällen nicht 
mehr die verschiedenen Bahnlinien der einzelnen Punkte getrennt 
auffassen, sondern man wird diese sämmtlichen Bahnlinien als zu 
einer einzigen (etwa der des Mittelpunktes) zusammengeschrumpft . 
ansehen und nur von einer Bahnlinie der geworfenen Kugel sprechen. 
Dabei wird also die räamliehe Ausdehnung der Kugel völlig ver- 
nachlässigt, sie wird hinsichtlich der geometrischen Untersuchung 
als zu einem Punkte verdichtet angwehen; jedoch denkt man sich 
diesen Punkt als behaftet mit der Masse des entsprechenden Körpers 
and bezeichnet ihn als einen Massenpunkt (materiellen Punkt). 



.y Google 



2 Einleitung. 

Wenn man z. B. s^t, die Erde bewege sieb in einer Ellipse 
nm die Sonne, so fasst man damit unseren ganzen Planeten als 
einen einzigen Massenpunkt auf, indem man sich die ganze Masse 
der Erde in ibrem Mittelpunkte vereinigt denkt Wir wissen frei- 
lieb, dass, wegen der gleichzeitigen Drehung der Erde um ihre 
Achse, die einzelnen Punkte der Erde durchaus nicht sämmtlich 
Ellipsen, sondern verschiedene cykloidenartige Kurven beschreiben, 
aber dennoch ist die Äu^assung der Erde als einfacher Massen- 
punkt bei solchen üntersnchangen zulässig, bei denen es auf die 
Verschiedenartigkeit der Bewegungen der einzelnen Funkte nicht' 
ankommt, während dagegen bei anderen Untersuchungen gerade die 
verschiedene Lage der einzelnen Punkte der Erde von Wichtigkeit 
sein kann, so dass dann natürlich die räumliche Ausdehnung der 
Erde nicht vernachlässigt werden darf. 

In Fällen dieser Art, wo die Form und Gri388e eines Körpers 
nicht unberücksichtigt bleiben darf, betrachtet man ihn als aus 
Massenpnnkten zusammengesetzt und bezeichnet ihn als eine Gruppe 
von Massenpunkten. 

Ob man also in einem gegebenen Falle den sich bewegenden 
KOrper als einfachen Massenpunkt, oder aber als eine Massengmppe 
zu behandeln hat, hängt nicht so sehr von der Grösse des Körpers, 
sondern vielmehr von der Art der vorliegenden Aufgabe ab. 
Uebrigens wird später gezeigt werden, dass die Ergebnisse der 
Untersuchungen, bei denen ein sieh bewegender Körper als zu 
einem Funkte verdicht-et angesehen wurde, nicht etwa ungenau, 
oder nur annähernd richtig sind, sondern für einen bestimmten 
Punkt des Körpers (den Schwerpunkt) vollständige Gültigkeit haben. 

Es kann daher eine Untersuchung, bei welcher ein Körper als 
Massenpunkt angesehen wurde, jeder Zeit weiter ausgeführt und 
eingehender behandelt werden, indem man dazu übergeht, den be- 
treffenden Körper nunmehr als eine Massengruppe aufzufassen. 
Es ist dann nur eine Vervollständigung, nicht aber eine Verbesserung 
oder Berichtigung der ersten einfacheren Untersuchung nöthig. 

Wir werden uns nun zunächst mit der Bewegung eines ein- 
fachen Massenpunktes beschäftigen und erst später zu der Behand- 
lung von Massengruppen übergehen. 
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Erste Abthellung. 

Mechanik des Massenpunktes. 



Die Bew^ung eines Massenpunktes heisst geradlinig oder 
krummlinig, je nachdem die Bahnlinie eine Gerade oder eine 
Kurve ist Unter der „Richtung der Bewegung" versteht man die 
EichtuDg der Bahnlinie an derjenigen Stelle, wo der Massenpunkt 
sich augenblicklich befindet Bei der geradlinigen Bewegung ist 
also die Bewegungsrichtung dauernd dieselbe; bei der krummlinigen 
Bewegung ändert sie sich fortwährend. 

J. Darstellung des Gesetzes der geradlinigen Bewegung 
eines Punktes. 

Bewegt sich ein Massenpankt auf einer Geraden, so kann der 
Ort P desselben in irgend einem Augenblicke durch seinen Abstand s 
von einem fest«n Punkte Ä der Bahnlinie AM {Fig. 1) 
angegeben werden. Die während der Bewegung ver- *' 
fiiessende Zeit wird von irgend einem Zeitpunkte an nach 
Zeiteinheiten (etwa Sekunden) gezählt und mit ( bezeichnet -3 J* 
während a in Dängeneinheiten (etwa Metern) ausgedrückt 
wird. Ist nun zwischen den beiden veränderlichen Grössen 
s und t eine Beziehung bekannt, etwa 

• -AI). 

SO kann man fflr jeden Werth von t, d. h. für jeden Zeitpunkt die zuge- 
hörige OrGsse s und damit die Lage des Massenpunktes auf seiner 
Bahnlinie berechnen. Es wird daher die Gleichung s = /(() das 
Bewegungsgesetz der geradlinigen Bewegung des Massenpunktea 
genannt 

Ein solches Bewegungsgesetz wird am besten anschaulieh gemacht 
durch eine bildliche Darstellung, indem man die ZeitgrOssen t nach 
einem beliebig gewählten Maassstabe als Abscissen, die Längen s 
«benso als Ordinalen aufträgt. Die Bahnlinie AM kann dann 
unmittelbar als Ordinatenachse benutzt werden. Die so erhaltene 
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4 Erste Abtheilnng. Mechanik des MasseDpnnktes. 

Linie BQ (Fig. 2) nennen wir die WegesUngen-Kurve (die man 
aber ja nicht als Bahnlinie auffassen darf). Aus Fig. 2 erkennt 
man, dass der Massenpunkt zu Anfang der Betrach- 
tang, d.h. für t = o, schon in einem Ahstand 
AB = Sff von dem Festpunkte A sich hefand, 
und dass dieser Abstand s sich mit wachsender 
Zeit Tergrdssert, dass der Massenpankt sich also 
in der Richtung von A nach M bewegen wird. 
Nach t = AM Zeiteinheiten ist e = QB; zieht 
man nun durch Q eine Parallele zur Zeitachse, so 
bestimmt diese den augenblicklichen Ort P anf der Bahnlinie AM. 

Beispiel: Daa Bewegongsgesetz *^ 1 + '/<(' 
liefert für angenommene Werthe 0, 1, 2, . . . folgende "S- ^' 

B Werthe von «: 




Das BewegongsgeBeti lässt Bich auch schreiben 
('^2 ■ 2 (« — 1); dies ist die Gleichnng einer Parabel 
mit lothtechter Achse und dem Scheitel B (Fig. 3.). 

In manchen Fällen, wo das Gesetz einer 
Bewegung nicht bekannt ist, verschafft man 
sich dadurch eine möglichst genaue Kenntnis desselben, 
den als Massenpunkt zu betrachtenden beweglichen Körper 
Schreibstifte versieht, der anf einer durch 
ein Uhrwerk gieichmässig gedrehten Papier- 
walze W die bildliche Darstellung des Be- 
wegungsgesetzes selbstthätig aufzeichnet 
So kann z. B. ein veränderlicher Wasser- 
stand durch Schwimmer sich selbstthätig 
auftragen, indem ein mit dem Schwimmer S 
verbundener Schreibstift P die ent- 
sprechende Kurve (Fluthkurve) beschreibt 
(Fig. 4). Gewöhnlich ist der Wechsel der 
Wasserstandshöhe zur unmittelbaren Auf- 
tragung zu gross; alsdann ist die lothrechte 
Bewegung durch geeignetes Bftderwerk in 
verkleinertem Mafsstabe (etwa 1 : 25) 
znr Darstellung zu bringen. 
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- 1) oder c = 



1 o. GleichfShnige Bewegung^. Geschwindigkeit. 5 

a) OleieUSniiige Bewegung eines PDoktes. 6eschwindif;keit. 

Der einfachste Fall eines ßewegutigsgesetzes ist offenbar die 
geradlinige (lineare) Form 

1) » = «0+ c« Fig. 5. 

(mit »0 tti^ c als nnverinderlichen Grossen), welche 
durch die Gerade BQ (Fig. 5) dargestellt wird. 
Pflr ( = AB ist 8 == BQ = AP. Giebt man t 
einen anderen, etwa grösseren Werth ty = ABi, 
80 wird 

«i = «0 + «'i = -Ri^i = ^Pi- 
Dnrch Abziehen der ersten Qleichang von der 
letzten entsteht 

'i — 8 _ znrückgelegter Weg 
1 — ( entsprechende Zeit " 
Die unveränderliche GrSsse c der 61. 1 ist also das Verhältnis der 
zurückgelegten Wegeslänge zu der Anzahl der dazu yerbranchten 
Zeiteinheiten. Eine Bewegung, bei der dieses Verhältnis 
deä Weges zar Zeit sich nicht ändert, bei der also 
in gleichen Zeiträumen stets gleiche Wegeslängen 
zurückgelegt werden, heisst eine gleichf<Jrmige. 

Wählt man den beliebigen Zeitraum ti — t gleich der Zeit- 
einheit, so bedeutet c = «, — « die in jeder Zeiteinheit zurückgelegte 
Wegeslänge, und dieses Verhältnis: Weg durch Zeit, oder 
die in jeder Zeiteinheit zurückgelegte Weg es länge 
heisst die Geschwindigkeit c der gleichförmigen Be- 
wegung. 

In der Darstellung des Bewegungsgesetzes (Fig. 5) erscheint 

die Geschwindigkeit c = -^ = ' = tg a als das Ansteignngs- 

verhältnis der Wegeslängen-Kurve BQ,. 

Ist das Ansteigungsverhältnis der Geraden 
BQ, negativ (Fig. 6), so erhalten wir das Gesetz 
t = Sfi — et mit negativer Geschwindigkeit c\ es 
bedeatet dies eine rückläufige Bewegung von B 
nach dem Festpunkte A hin. 

Ist B Q der Zeituchso parallel, d. h ist tg a 
and damit die Geschwind^keit = 0, so bleibt« 
unverändert = «q-, der Massenpunkt ruht also. 



Fig. C. 
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Q Erete Abtheilong. Mectianü des Masseupnnktos. 

b) ün^Ieiebfftnnigf Bfwegnng eines Punktes. 

Hat das BewegQDgsgesetz e=/{t) nicht di« einfach lineare 
Form, ist die W^eslängen-Enrve also eine kramme Linie (Fig. 7), 
so ist das Verhältnis von «, — « zu (, — ( 
veränderlich; man nennt dann die Bewegung 
eine ungleichförmige. Während des Zeitraumes 
ItRi = ti — t= At wird eine Wegeslänge 
p jjj = «1 — « = J s zurückgelegt. Stellt man 
sich nun vor, dass diese Strecke As, statt nach 
dem gegebenen Bew^ungsgesetze, gleich- 
förmig beschrieben würde, so wäre 
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die Geschwindigkeit dieser gedachten gleichförmigen Bewegung; die 
Sehne Q Qj gäbe die Barstellung des Gesetzes derselbe», und das Aii- 
steigungs -Yerhaltnis dieser Sehne das Mafs der Geschwindigkeit v„. 
Die Geschwindigkeit v« dieser gleicbflirmigen Bewegung. vermOge 
deren der sich bewegende Punkt in dem Zeiträume ^ — t dieselbe 
Wegeslftnge »^ — s zurücklegen würde wie nach dem wirklichen 
Bewegungsgesetze, nennt man die mittlere fiescliwindigkeit für den 
Zeitraum t^ — t. 

Die stellvertretende gleichfSrmige Bewegung, dargestellt durch 
die Sehne Q,^i, wird sich nun der gegebenen Bewegung, dargestellt 
durch die Kurve, in der Nähe des Zeitpunktes t um so mehr an- 
schmiegen, also von ihr um so weniger abweichen, je kleiner man 
den Zeitraum *j — t = At und mithin auch die Sehne Q^ Q wählt. 
Lässt man den Zeitraum dt im Sinne der Differentialrechnung zu 
einem unendlich kleinen Zeittheilchen dt werden, so rückt auch der 
Eurvenpunkt Qi dem Funkt Q unendlich nahe, und aus der Sehne 
QQi wird dann eine Beröhrungsgerade der Kurve im Punkte Q. 
Die für das unendlich kleine Zeittheilchen dt berech- 
nete mittlere Geschwindigkeit 
2) v=aa:dt 

bezeichnet man als die Geschwindigkeit der gegebenen 
Bewegung im Zeitpunkte t. Sie erscheint als das Än- 
steigungs -Verhältnis der entsprechenden Bernbrungsgeraden 
der Wegslängen -Kurve oder (was dasselbe ist) als das Ansteigungs- 
Yerhältnis der WegesIängen>Knrve selbst Man bestimmt 
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1 b. Ungleichförmige Bewegnng. 7 

die Geschwindigkeit im Zeitpunkte t als die erste 
Abgeleitete oder den ersten Differential-Quotienten 



Die Form v = -j-, in welcher bei ungleichförmiger Bewegung 
die Oeschwindigkeit ausgedrückt wird, entspricht der Form c = ' _ 

bei der gleichförinigen Bewegung; man betrachtet aber nur ein 
unendlich kleines Theilchen der Bewegung und denkt sich dieses 
durch eine gleichförm^e mit derselben Wegeslänge ds ersetzt. 

Btispiel: Dem Bewegungsgesetze «^ 1 +'/*'' (S. i) entspricht hiemach 
das GeBchwindigkeitB-GeEetz 



Für e^O ist «:=0; mit fortlaafender Zeit nimmt die Geschwindi^eit f 
gleichmäsaig zu. Man ersieht anch ans Fig. 3, dass das Ansteignngs- Verhältnis 
der Knrve SQ bei B gleich Wul] ist und nach rechts fortwährend zunimmt 

Da die Geschwindigkeit die auf eine Zeiteinheit bezogene 
Wegeslänge bezeichnet, so müssen bei einer Gescbwindigkeits - Zahl 
selbstverständlich auch die Längeneinheil und die Zeiteinheit be- 
kannt sein, auf welche sich die Zahl beueht. Rechnet man nach 
Met«rn und Sekunden, so schreibt man z B. v = 3 %, wenn die 
sekundliche Geschwindigkeit 3 Meter beträgt, während v^ lO"™/),. 
eine Geschwindigkeit von 10 Kilometern in einer Stunde (hora) 
bedeutet 

Kilometer, Meter, Centimeter und Millimeter werden durch 
km, m, cm und mm ohne Punkte bezeichnet, während Stunde, 
Minute und Sekunde durch h., m. und s. mit Punkten ausgedrückt 
werden soll. 

Zuweilen kennt man von einer Bewegnng nur die in einzelnen 
grosseren Zeiträumen zurückgelegten Wegeslängen, kann daraus dann 
die mittlere Geschwindigkeit für jeden dieser Zeiträume berechnen 
und betrachtet diese annäherungsweise als wahre Geschnindigkeiten, 
indem man jeden Bewegungstheil als einen gleichförmigen ansieht. 

Bpixpiel I : Letzteres findet Anwendung bei der zeichnerischen Darstellnng 
der Fahrpläne der Eisenhahnziige. Eid Eisenbahnzng ist freilich eine vielfältig 
zuBumnengesetzte Eörpergruppe, deren einzelne Theile die verschiedenartigGten 
Bewegungen ausführen. Für den Zweck der Fahrpläne kommen aber diese 
verwickelten Verhältnisse nicht in Betracht Vielmehr denkt man sich den 
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8 Erste Abtheilung. Hechacik des MssBenpanktes. 

ganzen Zug zn einem Punkte zusammengedrSngt, denkt sich die Mittellinie des 
Gleises geradlinig gestreckt und längs dieser Mittellinie den Punkt sich ver- 
schiebend. Als Wegeslängen trägt man die Strecken von Mitte zq Mitte der 
Stationen a\d. Die Bewegungen von Station *n Station, welche in Wirklichkeit 
zum Theil angleichfömüge sind, betrachtet man annähernd als gleichförmig, 
indem man die Bewegungs- 
gesetze nach mittleren Ge- 
schwindigkeiten durch gerade 
Ijnien darstellt Auf der 

wagerechten Onmdlinie 
(Fig. 8) Bind die Zeiten, von 
Mittemacht bannend, auf- 
getragen, und zwar bedeuten 
die kleinen Theile je 10 Mi- 
nuten. Auf der lothrechten 
Achse sind die Strecken der 
Bahnlinie, nach- Eüometem 
angegeben, abgetheilt, nnd 
z. B. mit B (Hannover), 

S(Seelze}, »"(Wunetorf), B (Bückebnrg) und if(Minden) bezeichnet EinKacht- 
Schnellzug, um 3 Uhr 30 Hin. von Hannover abfahrend, tiiflt 3 Uht 51 Hin. in 
Wanstorf ein, ^rt nach 1 Minute Aufenthalt weiter, ist 3 L'lir 24 Min. in BQcke- 
burg, hat I Minute Aufenthalt nnd langt 3 Uhr 34 Min. in Minden an. Dieeet 
Zug ist durch die gebrochene Linie ÄC dargestellt Den Stations -Aufenthalt be- 
zeichnet ein tunter wagerechter Strich oder Absatz. Der IJnienzug DE bezieht 
sich anf einen Gegenzug, der um 2 Uhr 18 Min in Minden abfährt und 3 Uhr 
10 Min. in Hannover eintrifit Der Schnittpunkt E beider Linien kennzeichnet 
den Zeitpunkt und die Stelle (zwischen B und W\ wo beide Zi^e an einander 
Vorbeifahren. Da die Eisenbahn doppelgleisig ist, kann dies auf freier Strecke 
(zwischen S Bahnhöfen) geschehen, wogegen es bei eingleisigen Bahnen not 
anf einer Station möglich wäre. Der Linienzng FG bezeichnet einen Güterzug, 
dessen erheblich geringere Geschwindigkeit ans der schwächeren Ansteigung 
hervorgeht. Dieser Guteriug hält längere Zeit in Seelie nnd wird hier von 
dem ohne Aufenthalt durchfahrenden Schnellzug überholt. Linien, die nach 
derselben Seite hin ansteigen, bezeichnen ZQge in derselben ßichtung, die anf 
demselben Gleise, fahren, eich daher nur auf Statianen überholen können. 
Dieserhalb dürfen Unien, die nach derselben Seite ansteigen, sich nur auf 
Stationsliniea durchschneiden. Solche Fahrpläne enthalten in Wirklichkeit 
sämmtUche Züge zu einem Bilde vereinigt und sind ein nnentbebrliches Hfilfs- 
mittel des Betriebes, wenn es sich um Einlegung von SonderzUgen, um Aus- 
führung von Gleisarbeiten □. dei^l. handelt, weil man daraus klar erkennen 
kann, zu welchen Zeiten die Gleise fUr neue Züge oder für Arbeiten frei sind. 
In der wirklichen Ausführung liegt freilich die Zeitachse lothrecht, die Längen- 
achse wagerecht, doch lediglich aus äusseren Zweckmässigkeits-Eöcksiehten, 
die mit dem Weeen der Sache nichts zu thun haben. Die 33,? ^'^ zwischen 
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1 b. TTngleichfarmige Bewegung, Zeichnerische Fahrpläne. 



Wnnstorf und Bückebui^ werden in 32 Minuten zurückgelegt, d. h. mit < 
mittleren Geschwindigkeit von 1,h Eilometem in der Minute 



Eine eekondliche Geschwindigkeit von 30 i» ist gleichbedeutend mit 

d. h. mit einer stündlichen Geschwindigkeit von 72 ^, während 

inn^— 12^222. -5- — 97 JL 
^"^ h. — 3600 '■ — -''" B. 

bedeutet. 



Beispiel 2: Die lothrechte Auf- and Abwärts-Bewegung eines der Ebbe 
und Fluth unterworfenen Wasserspiegels erfolge nach dem Bewegungsgesetze 
« ^ 3 + 2 sin '/» "■(, wobei die Zeiten ( in Stunden (abgekürzt h.) die Wege i 
in Metern zu verstehen sind. Die Darstellung dieses Gesetzes (die Flnthkurve) 
hat dann die Form der 

Rg. 9. Piir i = 3 Standen *^'S- ^' 

erreicht sin '/< ^ ' seinen 
gröaaten Werth sin '/i it 
= 1, filr ( = 9 1- seinen 
kleinsten Werth sin '/' '" 
1= — 1, so dass I zwischen 
dem gröBsten Werthe 5 " 
imd dem kleinsten Werthe 
1 °i schwankt. DiLS Ge- 
schwindigkeits - Gesetz ist 
v^='/t ff cos V« «(^1,011 ■ cos V« T i. Für (^0, (=^12 und ganze Vielfache 
davon hat v seinen grössten Werth, nämlich ii,„„ = l,o«ni/ii. Für ( ^ (}, 
I ^= 18, 31} u, B. w. hat V seinen grössten negativen oder seinen Mininialwerth, 
nfimlich w„j„ ^ — 1,011 tn/h.. Die Geschwindigkeit v ist positiv, solange die 
Wegeslängenknrve nach rechte ansteigt, und umgekehrt; sie ist Nall, wenn das 
Steigen in Fallen übergeht, und umgebehrt, d. b. an den höchsten und tiefsten 
Punkten der Kurve, nämlich für ( =^ 3, 9, 15 u. s. w. — Fig. 9 stellt eine ideelle 
Flnthlnirve dar. Die wahren Flotbknrveii weichen davon zunächst grundsätzlich 
in der Weise ah, dass wegen der Bewegung des Mondes um die Erde die 
Zeit zwischen zwei höchsten Wasserständen nicht 12 Stunden, sondern mehr, 
nämlich 12 Stunden 25 Minuten beträgt Ausserdem enthalten die wirklichen 
FlntMurven Unregelmässigkeiten, die von der örtlichen Gestaltung der Fluss' 
betten, des Meerbodens, der Ufer, den Windverhältnissen u. s. w. abhängen. 
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10 Erste Abtheilnng. Mecbasik des MasseDpoiikteB. 

2. Darstellung des Geschwindigkeits-Gesetzes der 
geradlinigen Bewegung eines Punktes. 

Wie s eine /(() war, so ist die Abgeleitete davon, nämlich v, 
ebenfalls eine (p{t) — f'{t), welche das Geschwindigkeit -Qesetz 
heissen mCge and ebenfalls zeichnerisch dargestellt werden kann. 

Während man au^ der Darstellung des Bewegungsgosetzes die 
in einem beliebigen Zeiträume zuröckgelegte Wegeslänge unmittelbar 
abgreifen konnte, ist dies aus dem Geschwindig- ^ 

keits-Gesetxe nicht ohne Weiteres möglich Da 
aber die Geschwindigkeit v aus dem Hewegungs- 
gesetze s = f{t) durch D i f f e r e n t i ati o n 
v = d8\ dt zu finden war, so muss man durch 
das umgekehrte Verfahren, d, h. durch Inte- 
gration, auch von v vn g gelangen kOnnen. Es 
ist nämlich d8 = vdt, folglich mittels sog. 
unbestimmter Integration 

8 = Svdt-\-C. 

Die im Allgemeinen unbestimmte Integrations-Konstante C ist fest- 
zustellen, wenn zu einem bestimmten Werthe von t der zugehörige 
Werth von s bekannt ist, etwa ftlr den Anfang der Beobachtung 
i = Oder Werth s = «o- 

Bei8|)iel: Für die Bewegung eines Hasseopiiiiktes sei das öeschwindig- 
keitsgesetz v = 3 (■ gegeboD; der Massenpunkt habe in Anfang schon eine 
Entfemaiig i^^ S «^ von dem gewählten Feetpnnkte der Baholinie. Dum ist 

t^fät^dt + c=(» + c. 

Die Grösse C ist nan an die Bedingung gebunden, dass die Gleichung für ( =^ 
den Werth < ^ 3 liefern muss. Setzt man demnach diese beiden Grössen in 
die Gleichung ein, also 3 ^ -f- C, so bestimmt sich C= 3, und das 
Bewegnngsgesetz lautet 

« = 3 + t». 
(Als Probe erhält man hieraus wieder v= di : dt ^ ^i\) 

Die Gleichung da'=vdt hat übrigens auch eine geometrische 
Bedeutung, indem vdt den Inhalt des unmittelbar rechts neben 
v^MQ (Fig. 10} liegenden lothreehten Flächenstreifens der Ge- 
schwindigkeitskurve darstellt (mit Vernachlässigung einer unendlich 
kleinen Grösse höherer Ordnung). Daher muss die endliche Weges- 
länge «a — Si, die zwischen den Zeitpunkten ( = (£ und ( = (3 
zurückgelegt wird, durch die Summe aller zwischenliegenden Flächen- 
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2. Geschwindigteitsgesetz. — a) Gleichförmig veränderte Bewegrnng. XI 

streifen, d. h. durch die endliche Fläche üiQ^RiBi ausgedrückt 
sein. Oder: die während einer gewissen Zeit, d.h. zwischen 
zwei gegebenen Zeitpunkten, zurückgelegte Wegeslänge 
wird dargestellt durch den Inhalt derjenigen Fläche, 
welche von der Gesehwindigkeitskurve, der Zeitacbse 
Qnd den, jenen beiden Zeitpunkten entsprechenden 
Geschwindigkeits-Ordinaten eingeschlossen ist. 

Analytisch bedeutet dies «j — «, = \vdt, also das bestimmte 

Integral der Gleichung ds = vdt, zwischen den Zeitgrenzen t, und 
<2 genommen. 

Lässt man den auf der Bahnlinie (Fig. 2) zu wählenden Fest- 
punkt mit der Anfangsl^e des beweglichen Punktes zusammenfallen, 
d. h. «u = werden, so ergiebt sich für die Wegeslänge von ( = bis 
t^^t (indem man »^ = äq = 0, (i = setzt und statt t-i und s^ 

einfach ( und * schreibt): 8= \v dt , (1 

a) Gleichförmig verändert« Bewegung. Beschleunlgnng. 

Der einfachste Fall einer ungleichförmigen (mit veränderlicher 
Geschwindigkeit erfolgenden) Bewegung ist offenbar ein solcher, 
wobei die ganze Geschwindigkeitsändevung während eines bestimmten 
Zeltraumes t sich gleichmässig über letzteren vertheilt. Ist also c 
die Äntaogsgesch windigkeit, v die Geschwindigkeit nach t Zeitein- 
heiten, so beträgt die ganze Geschwindigkeitsänderung v — c während 
des Zeitraums t. Soll diese Aenderung sich gleichmässig über die 
Zeit t erstrecken, so muss sie für j e d e Zeiteinheit {v — c):t be- 
tragen. Setzt man diese gleichbleibende Geschwindigkeitsänderung 
für jede Zeiteinheit = p, so wird v — c = pt oder 

v = c + pt. (2 

Eine solche Bewegung, bei welcher die Aendernng 
der Geschwindigkeit verhältnisgleich mit der ent- 
sprechenden Zeit erfolgt, heisst eine gleichförmig ver- 
änderte Bewegung, und Gl. 2 ist ihr Geschwindigkeitsgesetz. 

Ist die in jeder Zeiteinheit erfolgende Geschwindigkeits-Aende- 
rang p positiv, d. h. eine Zunahme, so heisst sie Beschleaniguug 
nnd die Bewegung wird eine gleichförmig beschleunigte 
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12 Erste Abtheilung. Mechanik des Massenpiioktes. 

genannt Im entgegengesetzten Falle bat der Massenpunkt eine 
gleichfSrmig verzütgerte Bewegung, nnd die dann negativ 
werdende Geschwindigkeits - Aenderung in der Zeiteinheit heisst 
VerzSgernng ; das entsprechende Geschwindigkeitsgesetz ist 

3) v = c~pt. 

Offenbar kann eine VerzCgernng ein^ch wie eine negaÜTe Be- 
schleanigung bebandelt werden. 

Das Geschwindigkeitsgesetz v = c-\- pt, in welchem v und t 
Terlnderlich, c und p unveränderlich sind, wird durch eine an- 
steigende Grade BQ {Fig. 11) dargestellt. Fig- ll. 
Die Beschleunigung 

v—c NQ . 

erscheint dabei als das Ansteigungsverbältnis 
der Geachwindigkeitslinie BQ. 

Die zufolge einer gleichförmig beschleu- 
nigten Bewegung während des Zeitraums 
t = AM zurückgelegte Wegeslänge s ist (nach dem allgemeinen 
Satze auf S. 11) gleich der Flächenzahl der Figur AEQB, d. h. 

4) s = '/3 {V + c) t. 

Soll 8 aber durch c, p und * ausgedrückt werden, so zerlege 
man das Trapez in das Rechteck ABNB = et und das Dreieck 
B NQ = '/2 t ■ NQ = Va tp t = '/ip (^ so daas 

5) ü = et + y-ipt^ 

entsteht. Das Rechteck zeigt hierbei den EinÖuss der Änfongs- 
geschwindigkeit, das Dreieck ^/ipt"^ dagegen den Einflnas der Be- 
schleunigung auf die Wegeslänge. Will man endlich noch a durch 
tf, V und p ausdrücken, so ersetze man in Gl. 3 die Grösse t durch 

— — , um zu erhaUen 
/ ^ + , „ _ , v^-c^ 

^* *-^^ ^- 2p • 

Für die gleichförmig verzögerte Bewegung, bei der c > v, 
gelten die Gleichungen 4, 5 und 6 ebenfalls, sobald darin + p 
mit — p vertauscht wird. 

Legt man Meter und Sekunden zu Grunde, so kann eine 
Geschwindigkeit geschrieben werden: v^U.. Die Beschleunigung ist 
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2a. Gleichförmig beschleunigte Bewegung. 13 

aber eine Geschwindigkeitszunabnie, getbeilt durcb eine Zeit, oder 
die auf die Zeiteinheit bezogene Oescbirindigkeitsitanabme, ist daher 
ZQ schreiben p^U» und zu sprechen: p Meter in der Quadrat- 
sekunde. (Vorschlag von A. Hasselblatt, Petersburg.) 

Beiapiel: Ein Eieenbahnzog eetzt sich vom Bithnhofe ans io Bewegung 
nnd habe, nachdem ISO Sekunden seit der Abfahrt verstrichen sind, seine volle 
Geschwindigkeit von 25 — erreicht; es soll unter der Annahme, does die Be- 
wegung eine gleichfömig beschleunigte sei, die Grösse der Bescblenmgnng, 
sowie die während der Anfahrt (d. h. der 180 Sek.) zurückgelegte Wegeslänge 
berechnet werden. p- ,« 

Die Darstellung des Geschwindigkeitsgeseties 
(Rg. 12) ist in diesem Falle, wo die Anfangs- 
geschwindigkeit ^ 0, ein Dreieck. Die Beschleuni- 
gung ist das Ansteigungsverhältnia der Geraden AQ, 
mithin ik i _ 

oder es wächst die Geschwindi^eit in jeder Sekunde um 0,i4 — . 

In -r-j-, d. h. in Kilometern für die Qnadratetunde, ausgedruckt, wird 

woTon man sich auch leicht fiberzeogt, wenn man die Aufgabe mit 
V = 90 ^ und ( = 180 >■ = ^ li- durchfahrt 
Die WegeslSnge während der Anfohrt wird gemessen durch den Inhalt 
des Dreiecks Ä(IB, d. h. es ist 

Wenn der Zug auf freier Strecke die soeben erlangte Geschwindigkeit unTer- 
ändert beibehält, so ist die Darstellnng des Geschwindigkeitsgeseties dieser 
nun gleichförmigen Bewegung eine durch den Punkt Q gezogene Wagerecht«. 

Soll der Zug nun auf der nächsten Haltestelle zum Stillstände kommen, 
so mnss er durch geeignete Mittel (Widerstände, Bremsen, unter Abstellung 
des Dampfes der Lokomotive) verzögert werden. Es seien diese Mittel so be- 
schaffen, dass sie dem Zuge eine gleichbleibende Verzögerung von 0,t —^ 
erthejlen; wie lange wird diese gleichlorniig verzögerte 
Bewegung bis zum Stillstände wahren, und wie gross wird ^S- 12a. 

ihre Wegeslänge sein, d. h, in welcher Entfernung vor der d 

Haltestolle muss sie beginnen (müssen die Bremsen angezogen \^ 

werden)? M \ 

Die Darstellung des Geschwindigkeitsgesetzes sei Öi B «jV 

(E^. 12a). Da die Geschwindigkeit von 35— während jeder S, 

Sekunde um 0,* 2. sich vermindert, so sind 25 : 0,* = 62,» «■ = Bi B zur 
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yöUigen Aufzehrung der Geschwindigkeit erforderlich. Die Wegealänge in 
diesen S3,i « beträgt nach der Figur Vi ■ 25 ■ 62,» = TSl,»!""; d. h. etwa 
781 " vor der Haltestelle muss die VeriÖgerung beginnen. 

Die Wegeslängen der gleichförmig beschleunigten and verzögerten Be- 
wegungen würden bei gleichbleibender Geschwindigkeit von 2,5 "/s. je in der 
Hälfte der Zeit zurückgelegt sein. Dorch Anhalten und Wiederanfahren 
gehen daher, im Vergleiche zum einfachen Durchfahren, 90 + 31,it:= 131,« ». 
oder nmd 2 Minuten verloren. Mit Einschluss von einer Minute Aufenthalt 
kostet also jeder Haltepunkt einem Schnellzuge 3 Minuten Mehraufwand an Zeit. 

Die Annahme, d&as die Anfahrt und das Anhalten gleichförmig ver- 
änderte Bewegungen seien, ist eine vereinfachende Voraussetzung; das wahre 
Geschwindigkeitsgesetz wird eich nicht durch gerade iJnien darstellen, ist viel- 
mehr schwieriger tu ermitteln nnd hängt von vielen UTOständen ab, die hier 
nicht beröcksichtigt werden können. 

Beispl«) : Ein Qewebrgeschoss verlasse den 0,a "» langen Gewehrlanf mit 
einer sekundlichen Geschwindigkeit von 400 <°. Wenn man nun die im Augen- 
blicke des Abfeuems mit der Geschwindigkeit Null beginnende, beschleunigte 
Bewegtmg des Geschosses im Bohre wieder annähernd als gleichförmig be- 
schleunigt betrachtet, wie lange dauert sodann die Bewegung im Bohre und 
wie gross ist die Beschleunigung? 

Die Geschwindigkeitsfigar ist wiederum ein Dreieck, dessen Inhalt ^ 0,i 
(Wegeslänge) sein muss. Nennt man die Zeit (, so ist -r- ( = 0,», d. h. 



In dieser geringen Zeit wächst die sekundliche Geschwindigkeit von Null auf 

400ni, in der SekTinde also um 400 : tt^t = 400 ■ 250 = lOOOCM}-; die Be- 
2a0 »• 

schleunigung beträgt also 100 000 — ; . Diese überraschend grosse Zahl ist so zu 
verstehen, dass, wenn die gleichförmig beschleunigte Bewegung unter Einwirkung 
der Polvergase l Sekunde lang in unveränderter Wefee fortdauerte, eine Ge- 
schwindi^eit von 100000— entstehen würde. Die beschleunigte Bewegung 
in dem Rohre währt aber nur Vti« ■■ und bringt daher nur 400 ~ Geschwindig- 
keit hervor. 

b) Ungleiehförmis veFänderte Bewegung. 
Äendert sich die Geschwindigkeit einer Bewegung nicht yer- 
hältnismässig mit der Zeit, so heisst -die Bewegung eine ungleich- 
förmig veränderte; das Geschwindigkeitsgesetz ist dann nicht mehr 
einfach geradlinig, sondern von der allgemeinen Form v = <p{t), 
oder die Geschwindigkeitslinie ist irgend eine Kurve. 
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Fig. 13. 



In derselben Weise nun, wie auf S. 6 der Begriff der Geschwindig- 
keit, ansgekend Ton der gleichförmigen Bewegung, durch Ver- 
allgemeinerang auf beliebige Bewegungen ausgedehnt wurde, findet 
auch hinsichtlich der Beschleunigung der geradlinigen Bewegung 
eine allgemeinere Fassung des Begriffes statt. 
Ist BQQj (Fig. 13) die Geschwindigkeitslinie, 
so erfolgt in dem Zeiträume SRi = At eine 
Geschwindigkeitszunahme NQi = J v. Zieht 
man nun die Sehne Q,Qi, so ist diese die 
Geschwindigkeitslinie einer gleichförmig be- 
schleunigten Bewegung, vermöge welcher die 
Geschwindigkeit in dem Zeiträume ^ t von v auf 
w + J w, also um die gleiche Grösse, wächst wie 

bei der gegebenen Bewegung, 

Beschleunigung fQr- diesen bestimmten Zeitraum SR^. Wenn der 
beliebige Zeitraum A t zur Grenze Null herabsinkt, nähert sich diese 
mittlere Beschleunigung p. einem bestimmten Grenzwerth p, und 

diesen Grenzwerth p = Um -j- oder 




-j— ist dann die mittlere 

At 



1) 



" dt 



nennt man die Beschleunigung zu Zeit t. Die Beschleuni- 
gung p ist die Abgeleitete der Geschwindigkeit v nach 
der Zeit t, oder die zweite Abgeleitete der Wegeslänge s nach 
der Zeit t. 



da 



dv_ 

' dt ~ 



<p'(t) - 



■.dt als das An- 



Die Beschleunigung erscheint wegen p = 
Steigungsverhältnis der Geschwindigkeitslinie, ebenso wie die 
Geschwindigkeit das Ansteigungsverhältnis der Wegeslängenknrve 
(S. 6) war. 



Beispiel : Zu dem Bewegungegesetze * = 
das GcBchwindigkeitsgesetz v ^ '/i a cos '/e • 
ergebt sich die Teränderliche Beschleunigung 



3 + 2 si 



VflTi ( 



I gehörte 
Hieraus 
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Indem man p=:dv: dt oder dv= pdt schreibt, betrachtet 
man die Geschwindigkeitsänderung dv als Terhältniagleicli mit der 
Zeit dt, betrachtet also ein Tbeilchen der beliebigen Bewegung 
als gleichförmig verändert Für einen endlichen Zeitraum t, — t 
ist dann die Gescbwind^keitszunahme 



3) 



\pdt = Fläche RQQ^Ri der Fig. 13; 



oder man kann auch die Geschwindigkeit v im Zeitpunkte t in 

Form eines unbestimmten Integrals 

4) v=Spdt + € 

schreiben, worin der Werth C bestimmt werden kann, wenn fDr 

irgend einen Zeitpunkt die Geschwindigkeit bekannt ist. 

Bewegimgsgesetz sei (auf Metei und Seknuden 



Beispiel 1: Das gegebf 
bezogen) , 



■ '/'( 



dann ergiebt sich die Geschwindigkeit 

V = dl : dt = ^ — it + 1^ , 
die Besobleunigung p ^ dv : dl ^ — 4 + 2(, 

Man erkennt, dass hier eine ungleichförmig veränderte Bewegung vorliegt, da 
p mit der Zeit I veränderlich. Zu Anfang, d. h. fBt( = iet P = — l-^i ^* 
Bewegung also eine verzügerte; die Geschwindigkeit, welche 



betrag, > 



mt also ztmichst ab. Es ist aber p 



a Anfcng 6 — 
) ffir ( = 2 "■ . Die Ge- 



scbwiudigkeits -Ab nähme höii also anf nach 2 Seknnden, 



i beginnt 



Fig. 14. 



dann eine beschleunigte Bewegung, und zwar wächst nun auch die ] 
Bchleunigung verhSltnisgleicb mit der Zeit Der Zeitpunkt t = 2<', wo die 
Geschwindigkeit aufhört abzunehmen und zu wachsen beginnt, giebt für v 
einen Eleinstwerth v^i„ ^ 2 -- . Die Geschwindigkeitslinie ist eine Parabel mit 
lothrecht aufwärts gerichteter Achse; der Scheitel 
entspricht dem Zeitwerthe ( ^ 2 Sekunden. Die wäh- 
rend der ersten 4 Sekunden znrQckgelegte Wegeelänge 
I — tg ist leicht als die unterhalb der Parabel BCD 
(Fig. 14) befindliche Räche zu berechnen. Da man 
weiss, dass die FarabelflSche BCV ^ */' des umschrie- 
benen Kechtecks ist, so wird 

, — ,(, = ß . 4 — Vi (6 — 2) 4 = 13 '/>"■. 
Znr PrOfimg liefert das Bewegungsgesetz 
fBr ( = 4«- ( =I5V», 
fllr( = f„= 2 , mithin j — io = 137' °- 




.y Google 



3, ZoBiumneDsetziuig von Bewegungen. J7 

Beispiel 2: Eine geradlinige Bewegung erfolge mit der BescMeunigimg 
= 2 + 3(', nnd «8 sei för ( = 0: v=e = lj-,t^ = 0. Dann wird aus 



3. Zusammensetzung mehrerer gleichzeitigen Bewegungen 
eines Punktes. 

Ein Massenpunkt durchlaufe während der Zeit t die Bahnlinie 
AB (Fig. I5), und zwar in der Richtung von A nach B; diese 
Bahnlinie gehöre aber einem Körper an, welcher sich derartig 
parallel verschiebt, dass der Punkt A der Linie AB während der 
Zeit t die Bew^ung A O ausführt and die 
ganze Bahnlinie ^^ in die parallele Li^e ^' 

OD kommt. Dann wird der Massenpnnkt 
in Folge der beiden gleichzeitigen Bewegungen 
aus der Anfangslage A in irgend einer Bahn- 
linie nach D gelangen, and man nennt diese 
wahre Bewegung AD die Mittelbewegnng oder Besultirende 
aas den beiden Seitenbewegungen AB und AG. 

Anstatt diese wahre Bewegung AD als das Ergebnis der 
Bewegungen A B und ACva bezeichnen, sagt man auch wohl kflrzer, 
der Massenpnnkt führe zwei gleichzeitige Seitenbewegungen ans, 
womit aber stets nnr der beschriebene Vorgang gemeint sein soll, 
Da die Figur ABDG ein Parallelogramm ist, so ergiebt sich ohne 
Weiteres der Satz vom Parallelogramm der Beffegangen: 

Führt ein Massenpunkt gleichzeitig zwei Seiten- 
bewegungen ans, so ist der dem Anfangspunkte gegen- 
überliegende Endpunkt des aas den beiden Seiten - 
hewegungen gezeichneten Parallelogramms der wahre 
Ort des Panktes. 

Man denke sich, anf dem Stabe .J £ ein Sonnenk&ferchea entlang laufend, 
lehrend man den Stab parallel nach CD verschiebt; dann gelangt das 
Bouneotäferchen in Witblichkeit von Ä nach D. 

Eine Gerade AB von bestimmter Richtung, bestimmter Grösse 
und einem Pfeile, der einen bestimmten Bewegongssinn angiebt, 

Keok. llsekuik. 2 
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nennt man eine Strecke. AB sei die Strecke x, AC die Strecke y. 
Zur Bestimmung des Punktes D ist offuibar nicht die Zeichnung 
des ganzen Parallelogrammes erforderlich; vielmehr genügt es, an 
den Kndpnnkt B der Strecke x die parallel ver- 
schobene Strecke £Z> = 2/ anzutragen (Fig. 1 6). 
Beide bilden dann einen sog. „Streckenzng", 
und man kann sagen: Der wahre Ort D 
des Punktes ist der Endpunkt des 
aus den beiden Seitenbewegungen 
gebildeten Streckenznges. Die Reihen- 
folge der Zusammensetzung ist offenbar gleichgaltig. Der Strecken- 
zug AC = y und CD = x fflhrt zu demselben Endpunkte ö. 

Sind die Gesetze der beiden Seitenbewegungen bekannt, sodass 
man für jeden Zeitpunkt ( die Strecken x und y berechnen kann, 
so ist auch der Ort des beweglichen Punktes für jeden Zeitwerth t 
bekannt und damit auch die Bahnlinie der 
Mittelbewegang AB vQlI^ bestimmt. 

Beispiel: Die ein« Seitenbewegimg folge dem 
Gesetze x = t (in Metern und Sekimdeo), sei also 
gleichförmig, die andere dem Oeeetze 

(also gleichförmig beschleimigt). Dann ist für 



Fig. 17. 



= 



1 




]det man, indem i 
Dies bedeutet eil 



in t := K in die Glelcboog 
) Parabel ale Bahnlinie des 



S = 0,» 1,* 5 
Die Qleichtmg der Bahnlinie 
für y einsetzt, y = '/• * + '/'" " 
Punktes. 

Erleidet, während die Seitenbewegungen 
AB und AC erfolgen, die ganze Ebene 
derselben eine Parallelverschiebung z in der 
Eichtung von A nach jE (Fig. 18), so wird 
der Massenpimkt, der in Folge der beiden 
Bewegungen x und y nach D gelangen 
wQrde, sich nunmehr nach H bewegen, und 
es folgt der Satz vom Parallelepiped der 
Bew^ungen : 

Hat ein Massenpunkt drei gleichzeitige Seitenbewe- 
gungen, so ist der dem Anfangspunkte A gegenöher- 
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liegende Endpunkt £ des ans den drei Seitenbewegangen 
bestimmten Parallelepipede oder der Endpunkt des 
aus den Seitenbewegungen ^, y and z -gebildeten 
Streckenzages ABDM der wahre Ort des Punktes. 

Als Beispiel könnten die Bewegungsgesetze: «^(; y^"s( + Vi«'*! 
s ^= 3l benatit werden. 

Im Allgemeinen ist die wahre Bahnlinie eine räumliche Eorye. 

a) ZnMmmeiisetziing der ßesehwindigkeiten. 
1) Ein Massenpnnkt habe zwei gleichförmige, geradlinige 
Seitenbewegungen mit den Geschwindigkeiten w bezw. u\ dann sind 
die Wegeslängen nach t Zeiteinheiten 
(Fig. 19) P^. 19. 

AB = x=wt und AC = y = ut; 
innerhalb eines anderen, etwa kleineren 
Zeitraumes f, : 

ABi=a!i==wti und 
AC, =y^=ut^. 
Der wahre Ort nach * bezw, (, Zeit- 
einheiten ergiebt sich durch den Streckenzug ABD hezv.ABiDi 
zu D bezw. Dl- Es findet aber statt: 

AB _ t BD _ t . AB __ BD 
AB^ ~ (i ' .B,i>i~" fi' ^^ ABl "-^lA' 
mithin sind die Dreiecke ABD und ABiDi ähnlich, sodass 
A, Dl und D auf derselben Geraden liegen müssen. Da dies für 
alle Werthe von ( und *i gilt, so muss die wahre oder Mittel- 
bewegung geradlinig erfolgen. Zugleich ist aber auch wegen 

der Ähnlichkeit . - ^ - = -r ^ - = — , oder die Wegeslängen AD 
ADi ABl *i 

und A Dl sind den entsprechenden Zeiten t und ^, verhältnisgleich. 
Die Mittelbewegung aua zwei geradlinigen und gleichförmigen 
Seitenbewegangen ist hiernach ebenfalls geradlinig und gleichftJrmig. 
Ihre Geschwindigkeit v erhält man, indem man den willkürlichen 
Zeitraum (j zur Zeiteinheit werden lässt Dann wird ABi=w: 
BiDi = u nnd ADi = v, oder die Geschwindigkeit t' der wahren 
oder Mittelbewegung erscheint als die Schlussseite eines ans den 
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Geschwindigkeiten der Seitenbewegungeh gebildeten Streckenzuges 
(Fig. 20). Der Pfeil der Schliissseito .eines Streckenzages wird 
stets von dem Anlange nach dem Ende des 
Streckenzuges verstanden, wie es sich hier bezüg- ^' 

lieh der Oescbwindigkeit v als nothwendig ergiebt. ^^ ' 

Die in dieser Weise verstandene Schlussstrecke 
eines Streckenzuges heisst auch die geometrische ^^ 
Summe der Einzelstrecken. 

2) Sind die beiden Seitenbewegungen nicht gleichförmig, er- 
folgen sie vielmehr nach beliebigen Bewegungsgesetzen .äS — « = /'(0 
und A€'=y = <p (t) (Fig. 21). so ändern 
sieb AB und AC im Allgemeinen nicht F*?- 21- 

verhältnisgleich; es wird daher die Mittel- 
bewegung krummlinig ausfallen. Qleicb- 
wohl Iftsst sich ffir jeden Zeitpunkt t der 
wahre Ort des Massenpunktes aus den 
Seitenbewegungen m und y konstruiren. 
Aendert sich t in dt, so werden in 
diesem Zeittheilchen die Seitenbewegungen BB^ = dx, CC^ = dy 
zurückgelegt, und der Massenpunkt gelangt von _Z> nach JP^. 
Nun sind aber die Geschwindigkeiten der beiden Seit«nbewegnngen 

im Zeitpunkte (: w = — r— bezw, u = —rr- Setzt man hiernach 

dm = wdt und dy = udt, so betrachtet man für die Dauer 
eines Zeittheilchens dt die Seitenbewegungen als gleichförmig, 
sodass ffir die augenblickliebe Geschwindigkeit v der wahren oder 
Hittelbewegung die für gleichförmige Bewegungen al^eleitete Fig. 20 
gültig bleibt Die Richtung der Geschwindigkeit v fällt 
hiernach mit der Sehne DD^, also, da diese unendlich klein, 
mit der Blchtung der Bahnlinie, d. h. mit der Bewegungs- 
ricbtung zusammen. Auch ist, wie bei der geradlinigen Be- 

w^^ng V = ■ - = -J-. Die Geschwindigkeiten w und u der 

SeitenbeweguDgen nennt man kürzer die Seitengeschwindig- 
keiten des Massenpnnktes, v die wahre oder Mittelgeschwin- 
digkeit Es gilt abo für zwei beliebige geradlinige Seiten- 
bew^ungen der Satz vom Parallelogramm oder vom Dreieck der 
Geschwindigkeiten: Die Mittelgeschwindigkeit ist die 
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Diagonale eines Parallelogrammen ans den Seiten- 
geschwindigkeiten, oder die geometrische Summe der 
Seiten geseb windigkeiten. ^ 

Hiernach kann die Mittelgescbwindigkeit, die wahre oder 
resnltirende Geschwindigkeit durch Zeichnung gefunden werden; 
will man aber ihre Grösse und Richtung 
durch Bechnung bestimmen, so bedenke man, Fig- 33. 

dass in dem Dreiecke ABJO (Fig. 22) 

v' = w^+u^ — 2 wu cos AB jO, oder, 
weil cos ABD = cos (jt — a) = — cos a , 




1) v= V w^+u^ + 2wu cos a; 

ebenso gilt sin <p isia ABD = u: v, also, weil sin ABD=:aina, 

2) siu a> = sin a — . 

GL 1 liefert die Grj^se, GL 2 sodann die Richtung tod v. Dabei * 
ist zu bemerken, dass die Strecken w und v stets in der Weise an 
einander zu setzen sind, dass die Pfeile in dem Zuge ABD 
fibereinstimni enden ümfahrangssinn haben, und dass dann der Pfeil 
YOn V stets vom Anfange A nach dem Endpunkte D des Strecken- 
zuges gerichtet ist 

Je kleiner der Winkel a wird, desto mehr nähert sich u der 
Ricbtmig von A B, desto näher fällt also auch v der Richtung 
von w. Fallen schliesslich w und u in dieselbe Richtung, so wird 
a = 0, cos a = 1 , sin a = und man erhält v = w + u; p=0. 
In diesem Falle wird die Mittelgescbwindigkeit v, welche allgemein 
die geometrische Summe von w und u, auch arithmetisch gleich 
der Summe von w und u. 

Je mehr sich der Winkel a dem Winkel jt nähert, desto 
niedriger wird wiederum das Geschwindigkeits-Dreieck, desto kleiner 
wird die Schlussseite v. Ist a = ;r, so wird cos a = — 1, sin a = 0, 
mithin, wenn w >- m gedacht ist, w = w — m; p == 0. 

In beiden Fällen a = und a — x wird i^ die algebraische 
Summe von w und m, .nämlich vi + u beiw. w — u. 



.y Google 



22 Erste Abtheilnng. Mechanik dea UasBenpimbtea. 

Von besonderer Wichtigkeit ist noch der Fall, wo die beiden 
Seitengescbwindigkeiten za einander rechtwinklig stehen (Fig. 23). 
Es ist dann 



let z. B-, bezogen auf Sebinden und Meter, 
w = 2, w = 1, ao wird 



L^" 



= vr- 



'A, p = 26° 34*. 



Fig. 24. 




3) Hat man 3, nicht in derselben Ebene liegende, gleichförmige 
Seitenbew^uDgen mit den Geschwindigkeiten w, u nnd o zasammen- 
zusetzen (Fig. 24), so liefern zunächst 
zwei derselben, AB und A C, als Mittel- 
bewegung wiederum eine geradlinige 
gleichförmige Bewegung AD mit der 
Geschwindigkeit vj , welche aus dem 
Streckenzuge AB und BD ah AD 
• gefunden wird. Ffigt man nun zu der 
Bewegung AD noch die dritte Seiten- 
bewegurg AE hinzu, so hat man 
wiederum 2 geradlinige, gleichförmige 

Bewegungen zusammenzusetzen; man verlegt daher et parallel an 
den Endpunkt D von A D und erhält H als Endpunkt der wahren 
oder Mittelbewegung, welche geradlinig und gleichförmig von A 
Dach S erfolgen muss. ) 

Lässt man in F^. 24 t = 1 werden, so erscheint die wahre 
oder Uittelgeschwindigkeit v als Diagonale eines 
Parallel epipeds aus den 3 SeitengeschwiDdigkeiien, 
oder als die Schlussseite eines räumlichen, aus den 
3 Seitengeschwindigkeiten gebildeten Streckenzuges, 
welche man auch wiederum die geometrische Summe 
der Seitengeschwindigkeiten nennen kann. 

Dieser Satz vom Parallelepiped oder (räumlichen) Viereck der 
Geschwindigkeiten erhalt auch Gültigkeit f&r ungleichförmige Seiten- 
bewegungen, wenn man dieselben Betrachtungen anstellt, wie auf 
S. 20 bezüglich zweier Seitenbew^ungän geschah. 
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Stehen die 3 Seitengeschwindigkeiten rechtwinklig zu einander 
(Fig. 25), so wird die wahre (rosultirende) oder Mittelgeschwindigkeit 

V = fw^ + u^+c^, Fig. 35. 

und für die Neigungswinkel a, ß und / 
der Öeaehwindigkeit v gegen die Richtun- 
gen w, u und e ergjebt sich, weil die 
Seitenfläche BDHF rechtwinklig zu w 
steht, also auch 2<L ABU ein Rechter, 
cos a = w : w; ebenso coa y5 = m : v und 




b) Znsammensetzung der BcsehleanignngeD. 

1) Ein Massenpunkt habe zwei gleichförmig beschlennigte Seiten- 
bewegnngen A B und A C, welche beide mit den Geschwindigkeiten 
Null beginnen. Die Beschleunigungen 
seien p und q (Pig. 26); dann ist in t 
Zeiteinheiten (nach OL 5, S. 1*2): 

AB=y2pt^; BD=y2qt^, 
in tj Zeiteinheiten: 

ABi = ''/-ipti'; BiDi= '/29«i^ 
Die wahren Orte des Massenpunktes sind 
D bezw. Z>,. '^-- =-* ^-^ 




Dann ist - 



es sind also die 



geradlinig. F&r die Wegeslängen gilt aber 



_ BJ? 
ABi ~ t,2 -BiA' 
Dreiecke AB D und A B^ 2>, ähnlicli, daher die wahre Bewegung 
AD AB ^ t^ 
ADi "-IBi *i*' 
oder sie sind mit den Quadraten der entsprechenden Zeiten ver- 
hältnisgleich. E^r ein solches Bewegnngsgesetz e=at^ gilt aber 
v = 2at, d. h. die Mittelbewegung ist wiederum eine gleichförmig 
beschleunigte mit der An&ng^eschwindigkeit Null. Nennt man 
sodann die Beschleunigung dieser Bewegung r, so kann AD = ^lirt\ 
ADi = ^/irti' gesetzt werden. Wählt man endlich den beliebigen 
Zeitraum ti so, daas '/2*i^= 1 wird, so werden ABi, B^Dj und 
ADi bezw. zu p, q und r. und es erscheint die Beschleunigung 
der wahren oder Mittelbewegung, welche kürzer die Mittelbe- 
schleunigang genannt wird, ebenso wie die Geschwindigkeit, 
als SchluBslinie eines aus den Seitenbeschleunigungen 
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gebildeten Streckeiizages, als geometrische Samme 
der SeitenbeschleunignDgen, oder als Diagonale einea 
Farallelogramins aus den Seitenbeschleunigungen. 

2) Dies gilt einstweilen nur, wenn die beiden Seitenbewegnngen 
gleichförmig beschleunigt sind und mit der Geschwindigkeit NuU 
binnen, sodass die Mittelbewegung geradlinig wird. Erfolgen die 
Seitenbewegungen aber nach beliebigen Bewegong^esetzen, so ent- 
steht eine krummlinige Bewegung, und für diese muss der BegrifT 
der Beschleunigung erst eine Verallgemeineraug erfahren. 

Die Richtung der Geschwindigkeit fällt nach Seite 20 mit der 
Bew^ungsrichtung zusammen. Bei einer geradlinigen Bewegung 
bleibt also die Richtung der Geschwindigkeit dieselbe, es ändert 
sich nur deren Grösse, und zwar während des Zeittheilchens dt um 
dv=pdt. Diese Vergrössernng von v kann man nun auch so 
auiTassen, als ob zu der Irflheren Geschwindigkeit v eine neue Ge- 
schwindigkeit dv^pdt hinzugetreten wäre, und man nennt diese 
letztere die Elementarbescheunigung, welche mittels Theilung 
durch das Zeittheilchen dt die (auf die Zeiteinheit bezogene) Be- 
schleunigung p = dv. dt liefert. 

Bei der krummlinigen Bewegung ändert sich während eines 
Zeittheilchens dt sowohl die Grösse, wie auch die Richtung der 
Geschwindigkeit (Fig. 27); diejenige „ „ 

Geschwindigkeit nun, welche mit 
der im Zeitpunkte * vorhandenen ^/ " 

Geschwindigkeit v zusammengesetzt r ^^^ *> /r*' 

werden muss, um mit ihr die für \ Drf\ ^/y^ 

den Zeitpunkt ( + dt geltende (Je- \ ^y^'\ ^'° 

schwindigkeit t- + dv nach Grösse ^ — i — i -T 

und Richtung zu ergeben, heisst 

■wiederum die Elementarbeschleunigung, welche dann, durch 
dt getheilt, die Beschleunigung p der krummlinigen Bewegung im 
Zeitpunkte t nach Grösse und Richtung lielert 

Stellt also in Fig. 27 FG die Geschwindigkeit v im Zeit- 
punkte t, FH die Gesehwindigkeit v + dv im Zeitpunkte t+dt 
dar, so ist G H die Elementarbeschleunigung = du. Letztere kann 
offenbar als die geometrische Differenz zwischen v -^ dv und v, oder 
weil sie unendlich klein, als das geometrische Differential von v 
bezeichnet werden. 
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Die Beschleonigang p der krammlinigen Bewegung ÄDJDj 
im Zeitpunkte t bezeichnet man nun als p^du: dt, i-h. als die 
geometrische Abgeleitete von v nach t und als mit der Richtung 
von du flbereinstimmend. Die Beschleunigung weicht hier- 
nach bei kruDimliniger Bewegung stets von der Be- 
wegungsrichtung (v) ab. 

Bei der Zusammensetzung zweier beliebigen geradlinigen Seiten- 
bewflgungeu ist nun die Geschwindigkeit v=- AD im Zeitpunkte t 
(Fig. 28) die Mittelgeschwindigkeit aoa w 
und w, die Geschwindigkeit v + dv = ADi '^' 

im Zeitpunkte t+ dt iie Mittelgesehwindig- 
keit ans w-\-div und w + c/m. Legt man 
beide Streckenzüge so aufeinander, dass v 
und V + dv gemeinsamen Anfangspunkt A 
haben, so ist DD^ die geometrische Diffe- 
renz von V + dv und v, oder die Elementar- 
besehleunigung = j-di, wenn r die Beschleunigung. DDj ist aber 
die Schlussseite eines aus dw = pdt und du = qdt gebildeten 
Streckenzuges D E D^. Dasselbe Verhältnis muss also auch 
zwischen v, p und g bestehen; mithin gilt auch för zwei beliebige 
geradlinige Seiteubewegungen das auf S. 23 unter 1 ausgesprochene 
Gesetz für die Beschleunigung. 

Für die Berechnung der Grösse und Richtung der Mittel- 
beschleunignug r gelten dieselben Formeln wie lür die Geschwin- 
digkeit (S. 21); man braucht in denselben nur w, » und v mit p, 
q und r zu vertauschen. 

Ähnliche Betrachtungen, wie solche bezüglich der Geschwindig- 
keiten (S. 32 und 23) angestellt wurden, führen auch leicht zum Satze 
vom Parallel epiped oder Viereck der Beschleunigungen. 

e) Zusammensetzung knunmliniger Seitenbewegan^en. 
Die im Vorstehenden ausführlich entwickelten Qesetza för die 
Zusammensetzung von zwei oder drei Bewegungen, deren Ge- 
schwindigkeiten und Beschleunigungen bleiben auch noch gültig, 
wenn die Seitenbewegungen nicht geradlinig, sondern krummlinig 
erfolgen. Unerlässliche Bedingung hierfilr ist aber, dass die bew^- 
liche Bahnlinie eine reine Parallel Verschiebung erfahre. 
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Bew^ aiGh der Massenponkt in der Bahnlinie Ä B (Fig. 29 
während diese eine VerBchiebung in die Lage 01> erfährt, i 
erkennt man leicht, daas JD der Ort des 
Masaenpnnktes nach der Bewegung sein 
mu89, and dasg es gleichgültig ist, ob man 
den Funkt D mittels der wahren Be- 
wegnngslinien AB, AO rmä BD festlegt, 
oder ob man die Sehnen AB, ^0 und BD 
benutzt und aus ihnen ein Parallelogramm 
oder einen Streckenzng ABJO bildet. Aach 
^ die Geschwindigkeit v der wahren Be- 
wegung in irgend einem Zeitpunkte t muss der früher (S. 21) be- 
wiesene Satz aus dem Grunde gflltig bleiben, weil mit dem Begriffe 
der Geschwindigkeit grundsächlieh die Vorstellung verbunden ist, 
dass man jede krummlinige Bewegung für ein unendlich kleines 
Zeittheilchen als geradlinig und gleichförmig betrachten darf, sodass 
man es in jedem Zeitpunkte nur mit der Znsammensetzung der 
Geschwindigkeiten solcher einfachen Bew^ungen zu thun hat 

Dass auch bezüglich der Beschleunigungen das Entsprechende 
gilt, ergiebtaich durch folgende Betrachtung: AB und -4 O (Fig. 30) 
seien die Seitenbewegungen während eines 
Zeittheilchens ; w und w + dw bezw. u 
und M + dl* die Seitengesehwindigkeiten ^^ 
zu Anfang und zu Ende desselben. Man 
trage w und w + dw von einem Punkte 
O aas auf. Setze daran die Strecken 
PÄ = M bezw. QS= u + du. Dann 
ist R = v die wahre Geschwindigkeit 
im Zeitpunkte (, OS=v'r dv diejenige 
im Zeitpunkte t + dt. Damach wird dann 
RS^=rdt die Elementarbeschleunigung 
und r = RS:dt die Beschleunigung der 
Mittelbewegung; PQ^pdt ist die Ele- 
mentarbeadileunignng der ersten Seiten- 
bewegung. Macht man nun QT = und || PÄ = m, so wird 
TS=qdt die zweite Eiementarbeschleunigung, und weil 

RT^PQ=pdt, 
so erscheint BS=rdt als Schlusslinie eines Streckenznges aus 



Fig. 2 
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BT = pdt rmä TS=qdt. Mithin mnss auch r die SchlnsüIiDie 
eines Streckenzages aus p und q sein. Damit ist der Satz vom 
Dreieck oder Parallelogramm der Beschleunigungen allgemein 
bewiesen. Die Erweitening Eum Satze vom Parallblepiped bezw. 
räumlichen Viereck der Beschleunigungeu hat keine Schwierigkeit 
Erfährt aber die Bahnlinie AB nicht eine einfache Farallel- 
verschiebnng, sondern eine allgemeinere Bewegung, so werden die 
Beziehungen der wahren oder Mittelbewegung verwickelter; dieser 
schwierigere Fall wird erst später in der Allgemeinen Mechanik 
behandelt 

d) Zerlegung von Bewegungen, ßeschwindigkeiten und 
Beschleunigungen. 

Wie man aus 2 bezw. 3 gleichzeitigen Seitenbewegungen mit 
Hälfe der Gesetze vom Dreieck bezw. Viereck der Bewegungen die 
Mittelbewegnng finden konnte, wie ferner die Seitengeschwindig- 
keiten and Beschleunigungen zu den Mittel -Geschwindigkeiten and 
Beschleunigungen sich zusammensetzen Hessen, so kann auch 
umgekehrt jede Bewegung eines Massenpunktes in der Ebene oder 
im Baume in 2 bezw. 3 geradlinige Seitenbewegangen zerlegt 
oder durch diese ereetzt werden, und das Gleiche gilt auch bezüglich 
der Geschwindigkeiten und Beschleunigungen. 

Ist z. B. die Bewegung eines Massenpunktes in einer ebenen 
Kurve AB gegeben {Fig 31), kennen wir also fBr jeden Zeit- 
werth ( den Ort P des Punktes in der Kurve, — „, 

so kann man durch A zwei mit der Kurve 
in derselben Ebene liegende Gerade A G und 
AD legen und nach deren Richtungen die 
gegebene Bewegung zerlegen. Sind PQ 
und PB parallel za AO und A J9, so kann 
die gegebene Bewegung A P vollständig 
durch die Seitenbewegungen ersetzt werden, sobald nur deren Be- 
w^ngsgesetze so geregelt sind, dass ftlr jeden Zeitpunkt t die 
Orte P, Q und S der fraglichen Bewegungen einem aolchen 
Parallelogramme AQPB angeh(}ren. Wird ans der Geschwindig- 
keit V der gegebenen Bewegung und den Seitenrichtungen Aö 
und AD ein Dreieck gezeichnet so sind die za AC und AD 
parallelen Seiten zugleich die Geschwindigkeiten w und u der Seiten- 
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bewegungen, oder es ist v in die Seitengeschwindigkeiten w nod u 
zerlegt 

Fflr die Behandlung krummliniger Bewegungen bietet eine 
Bolcbe Zerlegung ausaerordentUche Erleichterung; sie schllesst sich 
auch unmittelbar dem Verfahren der analytischen Geometrie an, 
welche ja auch einen Punkt P in eine Ebene durch 2 Koordinaten 
a und 2/ gegen 2 Acbaenrichtungen festlegt. In den meisten Fällen 
1^ man die Achsen reehtwinlilig zu einander. 

Soll die Bewegung des Punkea P(Fig. 32) Fig. 32. 

in der ^j/- Ebene vOUig bekannt sein, so 
muss man für jeden Zeitpunkt t sowohl x 
als auch y kennen, oder es müssen a: und j/ 
als Funktionen ron t gegeben sein. Jede der 
Funktionen x = f {t) und y = ip {t) kann 
aber für sich allein als das Gesetz einer 
geradlinigen Seitenbewegung aufgefasst werden, und zwar wQrden 
ffir den Zeitpunkt t die Seitenbewegungen AQ = x und PQ, = y 
sein, deren Vereinigung den Massenpunkt richtig nach seinem Orte P 
führt. Diese beiden Bewegungsgleichnngen bestimmen die Bewegung 
des Massenpunktes vollständig und in einfachster Weise. Bezeichnet 
man die Seitengeschwindigkeiten in den beiden Achsenrichtungen 
mit j), nnd v^, ebenso die Seitenbeschleunigungen mit f^ und fy, 
so ist nach S. 6 

Ax dy 

'•--dl' '-"-dt- 




/"».'+. 



Für die wahre Geschwindigkeit gilt dann 

nw 



m 



l^i^' + d}/' 



dl 



also, wie bei der geradlinigen Bewegung v = - 



tga — -t- 



d. h. die Bichtung der Geschwindigkeit i 
der Bewegung fiberein. 
Nach 8. 15 ist 

dv, d?!c 



dt 



dfi 



F. — - 



stimmt mit der Richtung 



" df 
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fllT die wahre 


Beschleunigang gilt 










m 




P = 


'V + ..' = l/(^)' + 


und 




d^ 

p, dl' 

'S«" p. d'. 

dt' 






Da dieser Werth im Ällftemeiaen von tg a 


_dy 


verschieden ist. 



dx 

so fallen, wie bereits S. 25 besprochen, die Riebtangen der Be- 
sdileanignng und der Bewegong im Allgemeinen nicht zaaammen. 
Erfolgt die Bewegung des Massenpunktes nicht in einer Ebene, 
sondern in einer räumlichen Enrve, so sind die 3 rechtwinkligen 
Koordinaten des Ortes P als Funktionen der Zeit auszudrücken, 
und es kennen dann wieder die Gleichungen ^ =/(f); y = ^(t); 
* = V (') "■^ Gesetze dreier Seitenbewegungen aufgefasst werden, 
deren Zusammenwirken die räumliche Bewegung des Massenpunktes 
vollständig wiedergiebt. Es entsteht in ähnlicher Weise 
dx dy 



"''^ dt' "■'" dt' "•" dt 


V = 


femer nach S. 23 




Vt dx fl v„ 
V da "^ V 


_dy 
ds 



V^f,* + %* + w,* = 



dt ' 



dz 



FOr die Beschleunigungen ergiebt sich das Entsprechende. 

Beispiel: FMr eine ebene Bewegoug sind gegeben die äleichnngen 

«^ad-cosl); y = 6 sint. 

Um hieraus die Gleicbung der Bahnlinie zn finden, entfeme man e, Eb wird 

coB( = iII^; 8in(=-^, Pig.33. 

miUiin durch Qnadriren und ZastunmenzShlen: 



MS*t + ain't = 1 ^ 



(«-«)■ 



+ ^ 



Dies iet die Gleichang einer EUipee (Fig. 33), 
aber nicht bezogen auf deo Mittelpnnlit M, 
Bondem anf den Endpunkt A der Halbachse a. 
Denn sobald man a^x^x, setit, wird 
ans obiger Gleichung die bekannte Formel 1 = - 
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Die Seitengeschwindigkeiten aind: 







v^ = 


dt 


= b CO 


■■ = '0-f> 




Fol 


= ist ar = 


-!/ = 0;«, 


= 0-, 


, = 6 






tiit 


= V> T = 


,n Sek. iat 


in( = 


1, cos( = 0, 




x 


= a; y = 


6-, f, = « 


Vy = 


-0, e 


ntsprechend dem Punkte B ; 




fttr 1 


= T = 3,. 


Sek. ist sin 


( — 


cos t 


= — 1. 




X 


= 2ai V 


= 0; f,= 


0-, V, 


= - 


6, entsprechend dem f^iokte 


C 


tSat 


= »/i JT ist 


Bin t -= - 1 


C08t 


= 0, 







»s=a; j=; — 6; V, = — a; «^, = 0, entsprechend dem Ponlite D, 
Für fortlaufende Zeit nehmen x und y immer wieder dieselben Werthe 
SD, wenn sich t jedes Mal um 2 t geändert hat. Die Ellipse wird hiemach 
fortwährend in derselbeD Bichtong durchlaufen, und ein Umlauf erfordert 
3 IC Sekunden. Für die Beschleonlgungen gut 

= ''''' = = — = 



Pg = -^ -= — 6 am ( = — !/. 

Die Seitenbeschleunignngen werden also der Grösse nach gemessen durch 
die Mittelponkts- Koordinaten des Punktes P, n. zw. ist p, ^ a — a = «, 
nach rechts, Py = — y aber, wegen des negatiTen Zeichens, nach unten ge- 
lichtet. Es wird 

p =; ; [a — x)^ + y^ = r ^= dem Mittelpnnkts-Pahrsttahle P M, 
n. zw. iat der Sinn von p stets nach dem- Mittelpunkte M gerichtet. 

4. Physikalische Grundgesetze der Mechanik. 

In dem Vorstehenden haben wir die Bewegangen als gegeben 
angesehen and gewisse kennzeichnende Merkmale nnd Eigenschaften 
derselben aufgeführt. Die Betrachtungen waren rein mathematische; 
wenn auch das Bewegliche als Massenpunkt bezeichnet wurde, so 
geschah dies nur zur Erleichterung der Vorstellung. 

Wollen wir nun aber die Bewegung eines Massenpunktes aus 
ihren Ursachen, den Kräften, herleiten, so bedürfen wir gewisser 
physikalischer Qnindgesetze, die sich nicht mathematisch beweisen 
lassen, die auch nicht ohne Weiteres selbstverständlich sind, deren 
Eichtigkeit aber dadurch genügend sichergestellt ist, dass alle Er- 
gebnisse, welche daraas gezogen werden, mit der Beobachtung 
fibereinstimmen (Krfahrangsgesetze). 
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Der erste Grundsatz ist das von Galilei im Jahre 1638 aas- 
gesprochene Gesetz der Trägheit: Jeder Massenpunkt 
bleibt im Zustande der Ruhe oder der geradlinigen, 
gleichförmigen Bewegung, solange er nicht dorch 
äussere Einwirkungen zu einer Äendemng dieses Zn- 
standes veranlasst wird. 

Hiemach bedarf ein Massenpunkt zur Fortsetzung einer 
Bewegung mit gleichbleibender Bichtung und Geschwindigkeit 
keiner äusseren Einwirkung. Zu einer Abweichung aber von der 
geradlinig-gleichfSrmigen Bewegung ist eine Ursache, eine Eraft 
erforderlich. Eine solche Kraftwirkung, der ein Massenpunkt aus- 
gesetzt ist, geht aber, so lehrt die Erlahmnjf, stets wieder von 
einem anderen Massenpunkte aus; man kann daher sagen: Unter 
„Eraft" versteht man die Einwirkung eines Massen- 
pnnktes anf die Bewegung eines anderen. — Die Wir- 
kung einer Eraft besteht in einer GrOssen- oder 
Bichtungs-Aenderung der Geschwindigkeit eines Massen- 
punktes. 

Eine nach GrOsse und Bichtung gleichbleibende Beschleunigung, 
wie sie bei der geradlinigen, gleichförmig beschleanigten Bewegung 
eines Massenpunktes vorkommt, wird als die Wirknug einer eben- 
&lls nach Grösse und Richtung gleichbleibenden Eraft angesehen. 
Sichtung und Sinn der Eraft werden als übereinstimmend mit 
denen der entsprechenden Beschleunigung bezeichnet. Derjenige 
Uassenpunkt aber, von dem die Eraftwirkung ausgeht, ist auf der 
Bichtungslinie der Kraft zu suchen. 

Wenn auf denselben Massenpunkt zu verschiedenen Zeiten zwei 
Kräfte K nnd Ä", wirken und die Beschleunigungen p bezw. p^ 
hervorbringen, so bezeichnet man die Grössen der Eräfte als ver- 

Pi 
— = -rr=-. Wenn aber dieselbe Kr&ltwirkung, auf verschiedene 

Hassenpunkte ausgeübt, die verschiedenen Beschlennigungen f und 
Px hervorbringt, ao erklärt man diese abweichende Wirkung 
ans der verschiedenen Massengrösse der beiden Punkte, und 
zwar bezeichnet man diejenige Masse als die grössere, welche 
durch die gegebene Kraft die kleinere Beschleunigung erfährt, 
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und setzt die Massen m nnd m, in amgekefartes Verhältnis za den 

entstehenden Beschleunigungen p nnd », , also — = -^ oder 

»rt, p 

— = — t. Die Masse eines Körpers ist völlig anveränderlich, 
Pi M 

wird sogar durch chemische Ümwandelnng in keiner Weise beein- 

'flusst Die Beschlean^nng aher, die ein Massenpnnkt erfahrt, ist, 

wie die Er&hrung lehrt, nur von ihrer Ursache, der KraftgrSsse, 

und von der Masse des Punktes abhängig. Da nun nach dem 

Vorstehenden die Beschleunigung einmal in gleichem Yerhältnisse 

zu der Kraft, ein anderes Mal im umgekehrten Verhältnisse zu der 

Masse steht, so gelangt man zu dem zweiten Grundgesetze, dem 

Besehleunigungsgesetze: Jede Kraft K, die auf einen 

Funkt von der Masse m wirkt, ertbeilt diesem eine 

Beschleunigung p, welche verhältnisgleich der Kraft 

und umgekehrt Terhaitnisgleich der Masse ist 

Man kann hiernach setzen ^ = a ■ ^. Darin bedentet a eine 

Zahl, die sich offenbar nach den für die Beschleunigang, Kraft 
and Masse gewühlten Einheiten rii^tet Umgekehrt kann man aber 
auch den Werth a willkürlich annehmen, wenn man zugleich auf 
die freie Wahl einer der drei Einheiten, z. B. der Masseneinheit, 
verzichtet. Man hat es nun zweckmässig gefunden, a = I zu setzen, 
80 dass einfach 

1) i» = — . 

Beschleunigung = ^i sich ergiebt. Dies Grundgesetz ist 1687 

von Newton ausgesprochen. 

Die Beschleunigang messen wir in der Begel nach ^; wenn 
später in einzelnen Fällen es zweckmässig wird, diese Grösse in ~ 
anszndrficken, so ergiebt sich leicht, welche sonstige Änderung 
damit verbunden ist 

Wie man die Krafteinheit zweckmässig wählt and wie daraus 
dann die Masseneinheit sich von selbst ergiebt (in Folge der will- 
kürlichen Setzung a = 1), kann erst mit Hülfe des folgenden 
Grundgesetzes erklärt werden. 
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Drittes Grundgesetz, Gesetz der Schwere: Die Erde 
übt anf jeden Massenponkt an ihrer Oberflache eine 
Kraft ans, welche lotbrecht abwärts gerichtet ist und 
jedem Massenpunkte die gleiche Beschleunigung er- 
theilt. Diese Er&ft heisst die Schwerkraft oder das 
Gewicht des Massenpunktes, und die vJillig gleiche 
Beschleunigung g heisst die Beschleunigung der 
Schwere oder die Fallbeschleunigung. 

Ist also Q das Gewicht einer Masse m, so ergiebt sich hier- 
nach j7 = Q : m, oder — weil g für alle Massen gleich — es ist 
das Gewicht eines Massenpunktes seiner Masse verhältnisgleicb und 
umgekehrt 
2) = mg. 

Die Fallbeschleunigung g ist für verschiedene Punkte der Erd- 
oberfläche allerdings etwas verschieden, aus Grflnden, die später 
erläutert werden sollen; es ändert das aber an dem vorstehenden 
Gesetze nichts; denn dieses soll zunächst nur ausdrflcken, dass an 
derselben Stelle der Erdoberfläche verschiedene Massenpunkte 
übereinstimmende Fallbescbleunigung g erfahren, dass die auf die 
Massen au^eübten SchwerkrEtfte verhflltnisgleieh ihren Massen sind. 

Unter Ab° geographischer Breite und in der Höhe des Meeres- 
spiegeb beträgt die Fallbeschleunigung ^4j :=9,bo6^. In Berlin ist 
g= 9,813, in Hannover = 9^n (S. 94). 

Das Gewicht eines Liters Wasser im Zustande der griJssteu 
Dichte (bei etwa 4'* C.) heisst das Kilogramm und dient als Ge- 
wichtseinheit. Da dieser Wasserkörper eine ganz bestimmte 
Masse enthält, so ist seine Schwere Q. wegen der Veränderlichkeit 
von g an verschiedenen Stellen der Erdoberfläche etwas verschieden. 
Das Gewicht eines Liters Wasser (bei 4" C.) an denjenigen 
Stellen der Erde, wo ^ = 3,806 -^ beträgt, wählen wir zur 
Krafteinheit und bezeichnen es als Kilogramm (^). — 
An anderen Stellen der Erde wird das Gewicht eines Liters Wasser 
dann von 1 ^ etwas verschieden ausfallen, sich nämlich verhältnis- 
gleich mit g ändern. Für technische Anwendungen kann diese 
Teränderlichkeit meist unberücksichtigt bleiben, indem man für die 
meisten Fälle ein&ch g = 9,si setzt Nur grundsätzlich muss die 
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Stelle der Erde bezeichnet werden, wo das Gewicht von 1 ' Wasser 
gleich unserer technischen Kralteinheit, dem Eilogramoi, ist- 

Um nun die Masseneinheit kennen zn lernen, braachen wir 
in der Qleichang Q = m^4& nnr m = 1 zu setzen, dann wird das 
Gewicht dieser Masseneinheit Q, =(7^5 = 9^0«*«. 

Die Masseneinheit ist also ein Körper, der unter 
450 geographischer Breite 9,eoe^ wiegt, oder die in 
9,806 Litern Wasser von 4*> G. enthaltene Masse. 

Mafaeiihciten der Pkyük. Da die Masse einea Kdrpera völlig unver- 
ILnderlich iet, so liegt es eigentlich nSher, einen Wasserkörper tod abgenmdet«n 
MaTsen als Maeseneinheit zu Grunde zu legen, wonach dann in Folge der 
Gleichang 1 (S. 32) mit K^^ 1 und m ^= 1 auch p^i werden, d. h, diejenige 
Kraft ZOT Erafteinheit werden würde, welche der Maeseneinhelt eme Beschleu- 
nignng 1 ertheilt. So bezeichnet die neuere PhyaÜ die Masse eines Kubik- 
centimenterB Wasser als Masseneinheit nnd nennt diese Maaaeneinheit das 
Gramm. Ala Läi^eneinheit ^ent das Centdmeter, als Zeiteinheit die Sekunde, 
sodass die Beschleunigung nach —^ gemessen wird. Die Krafteinheit der Fhjsik, 
die Dyne, ist diejenige Kraft, welche einem Kubikcentimeter Wasser eine Be- 
Bchleunignng =^ 1 ™ ertbeilt. Das Gewicht eines Knbikcentimetera Wasser, 
d. h. unserer Krafteinheit, ertheilt diesem Körper die Beschleunigung 

^^981 ™, ist also gleich 981 Djnen; unsere Kmfteinheit, das Eilogranun, 
daher gleich 981 000 Dynen. Für die technische Anwendung der Mechanik ist 
die Wahl dieser Krafteinheit, wenngleich sie wissenschaftlich grosse Vorzüge 
besitzt, nicht recht zweckmässig. Bei den Anfgaben des Technikers kommt 
es meist darauf an, Schwerkraft« zn banatzen, oder ihnen entgegen zu wirken. 
Diese Schwerkräfte sind dami unmittelbar in Kilogrammen gegeben, und die 
Endergebnisse müssen für die Ausführung auch meist Gewichte oder sonstige 
Kr&fte in Kilogrammen ausdrücken. Es würden daher bei den Aufgaben htinflg 
Umwandelangen von Kilogrammen in Dyne und umgekehrt erforderlich werden. 
Aehnliche Umwandelnngen müssen, streng genommen, freilich auch bei der 
Wahl unserer Krafteinheit ansgefiihrt werden, wenn die fr^lichen Körper sich 
nicht unter 4.^ " geographischer Breite befinden, sondern an einem Orte, wo 
9 von 9,8M abweicht. Doch sind diese Abweichungen meist so gering, dass sie 
für die Anwendung keine Bedeutung haben. 

Viertes Grundgesetz; Gesetz der Wechselwirkung. 
Die Kräfte, mit denen zwei Massenpunkte auf einander 
wirken, treten stets paarweise in gleicher Grösse aber 
entgegengesetztem Sinne auf. Es wurde schon erwähnt 
(8. 31), dass eine Kraft K, die auf einen Massenpunkt m wirkt, 
von irgend einem anderen, in der Riehtnngslinie der Kraft befind- 
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liehen Massenpntiite m, ausgehen mQsse, Die Erfahrang lehrt nun 
aber, dass dann m aaf m, dieselbe Kraft K, nur in entgegengesetztem 
Sinne (mit entgegengesetztem Pfeile) aosfibi Dies Gesetz wurde 
schon von Galilei (! 1564 za Pisa, f 164*2 zu Arcetii) und 
Haygbens (! 1629 im Haag, -{- 1695 daselbst) angewandt, üt aber 
erst von Newton (! 1643 zu Woobtorpe, f 1726 zu Kensington) im 
Jahre 1687 bestimmt ausgesprochen worden. 

Beispiel: Der auf S. 13 behandelte Eisenbahnzog erfhhr bei der sog. 
Anfahrt eine BeBchleumgung p ^ 0,i4 —j. Wenn duq das Gewicht des ganzen 
EisenbahningeB 300 000 ^ betritt, wie gross ist dann die znr Beschleimigulig 
erforderliche Kraft K? Die Masse des Znges ist m^ 200000:? Msssen- 
einheiten, mitbin ist K^ mp ^ 200000 p : g. E%r solche Steiles der Erde, 
f&r welche g =: 9,ei gesetzt werden bann, ist i/^ ^ 0,m mithin 

Ä- = 200 000 . 0,14 ■ 0,iM = 2856 »K . 
Setzt man amiälienid y ^ 10, V? ^ 0,i , was för überschlägliche Rechnungen 
mlfissig, 80 Wild K= 2800 kg. 

Beispiel: Das auf S. 14 behandelte GeschoBB erfahr eine Beschleunigung 
p ^ 100000. Wie gross ist die Ausdehnungskraft der Pnlvergase, wenn das 
Geschoss 20 E = 0,m kg wiegt? Es ist m = 0,ai : 9,ai = 2 : 981, mithin 
K= 2 lOOOOO : 981 = 204 tg; ffir y = 10 wird K= 200. 

5. Geradlinige Bewegung unter alleiniger Einwirkung 
der Schwere. 

Hält man einen Punkt von der Masse m ruhend zwischen den 
Fingern, so wird die Schwerkraft durch die Muskelkraft der Finger 
aufgehoben, indem die Kraftwirkangen der Mnger auf den Masaen- 
punkt eine Gesammtkraft ausüben, welche dem Gewichte mg genau 
gleich und entgegengesetzt ist. Oeffnet man aber die Finger der 
Hand nach unten, so kommt die Schwere zur alleinigen Wirkung 
und ertheilt dem Massenpunkte die Beschleunigung </. Der Punkt 
hatte vorher keine Bewegung, d.h. die Oejchwindigkeit e=o; 
es entsteht nun eine gleichförmig beschleunigte Bewegung ^- ''*■ 
in der Bichtung der Schwere, also lothrecht abwärts. m' 
Xach t Sekunden ist die Geschwindigkeit im Paukte P f"W 
(Fig. 34) nach GL 2, S. 11: 

1) v = fft, 
die zurückgelegte Wegeslänge 

2) 8= '/igt^ {nach Gl. 4, S. 12). 
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Wenn man ans Gl. 1 t = v : g entnimnit und in Gl 2 einsetzt, 
so entsteht auch ... 

Die loth rechte Wegeslänge, welche ein Massen- 
pnnkt durchfallen mnss, iii^ , ganz allein dnrch die 
Wirkung der Schwere die Oeschwindiglceit v za er- 
reichen, d. h. den Werth »=t;— nennt man die der Ge- 
scbwindigkeit v entsprechende OeschwindigkeitshShe. 

Für g = 9,81 wird 
— = 0,0*1 = mnd 0,(is und Y'ig = 4,(29, = riind 4^, mithin 

Beispiel : Dntchuntt ei» Maaeenpnnkt in freiem Falle eine Höhe t ^ 4 " , 
80 etreicht er eine Fallgeschwindigkeit k ^ 4,4 V^ ^ 8,» y- . Die dazu 
erforderliche Zeit ist 

( = 8,1 : 9,« = 8,« ■ 0,1 = 0^1 «. . 

Bei der geradlinigen Bewegung stimmen die Richtungen der 
Geschwindigkeit und der Beschleunigung überein, bei der krumm- 
linigen aber nicht; mithin kann eine geradlinige Bewegung nur 
entstehen, wenn die Kichtangen der Anfangsgeschwindigkeit and 
der Beschleunigung flbereinstiromen. Ertheilt man also einem 
Massenpunkte mit der Hand eine derartige Bewegung, dass er in 
dem Augenblicke, wo die Hand den Punkt freilässt, eine Geschwindig- 
keit c ball, so ist diese die Anfangsgeschwindigkeit fOr die unter 
alleiniger Wirkung der Schwere erfolgende Warfbewegung, und 
letztere kann nur geradlinig werden, wenn die Anfangsgeschwindig- 
keit e lotbrecht gerichtet ist 

Ist e lothrecht nach unten gerichtet, so entsteht wiederum eine 
beschleunigte Bewegung; es wird (!Fig. 34) nach t Sekunden 

< i 1/ .! (v + c) ^ v'^—C^ Fig-35. 

also auch w = Kc' 4- 2^«. 
Bei aufwärts gerichtetem Wurfe aber (Fig. 35) «ff k! 
entsteht eine gleichförmig verzögerte Bewegung. Nach 

fä ^,1 

* Sekunden ist w = c — gt; a = ct — '/agf' = ; 

^ ^ff 

V= Vc^ — igs. 



tftt 



„Google 



5. Pallbewegimg. 37 

Nach «1 '= «/j Sekanten ist die Geschwindigkeit c durch 
die Vei-zögeroDg Aufgezehrt; es ist v = und damit die 
grUsste mCgliche Hohe, die Steighöhe A = -— erreicht. Die 
Steighöhe ist hiemach gleich der Geschwindigkeitehöhe, welche der 
Äofangsgeschwindigkeit c entspricht Ist der Alassenpunkt an der 
höchsten Stelle B (Fig. 35) mit der Geachwindigkeit Null angelangt, 
so geht er nun sotort in eine Fallbewegung über; die Geschwindig- 
keit Vi, mit der der MasSenpunkt die Änfangsstelle A wieder erreicht, 

c* 

ist wi = y 2 ^ A und weil h = ~ war, vi = c, mithin gleich der 

aufwärts geriditeten Anfangsgeschwindigkeit, nur jetzt abwärts ge- 
richtet. Auch die Zeit des Niederfallens ig = «/? ist gleich der 
Dauer ti = «lg des. Steigens; Qberhaupt erfolgen Abwärts- und 
Aufwärtebew^ung ganz symmetrisch zu der Höchstlage, insofern 
jeder Punkt P die Bahnlinie beim Fallen mit derselben Geschwindig- 
keit V durchlaufen wird wie beim Steigen. 

Beispiel: Ein Maaeenpunit werde mit der Geachwiudigheit e^9 — 
aufirärta geworfen. Dann ist die Steighöhe ft = e^ : 2 p = 81 ■ 0,m = 4,oi m; 
die Steigdauer (, = '^ig ^ 9 ■ 0,i ^ 0,i "■ . Ebenao lange währt das Herab- 
fallen; mit der Geachwindiglteit a ^ 9 — trifft der Punkt unten wieder ein. — 
Wnrfgeschwindigkeiten, die man einem Masaenpunkte ertheilt, lassen sich schwer 
unmittelbar abmessen odeT benrtheilen. Dazu kann aber ein aufwärts gerich- 
teter Wurf dienen, indem man die Daner der Steig- und Fallbewegung 
zusammen beobachtet Nennt man diese (j, so Jst (j ^ 2 ',V j mithin 

Ein Hassenpunkt werde lothrecht aufwärts geworfen nnd lange nach 
<, ^ 6 Sek. unten wieder an. Dann war seine Anfangsgeschwindigkeit 

*^ '/■ jf ■ 6 ^ Fand 30, die erreichte Höhe A ^ rr— ^ — - '-^ — - ^= -^9(°» 

lg i I g o 

= 45 m. 

Bei oll diesen Betrachtungen war vorausgesetzt, das« auf den Massen- 
punkt nur die Schwere als Kraft wirkt Bei Fall- nnd Wurfbewegungen in 
freier Luft tritt aber ein Lnftwideretand der Bewegung entgegen, der an dieser 
Stelle noch nicht berücksichtigt worden bann. Es sei nnr bemerkt, dass dieser 
Widerstand unbedeutenden Einflusshat bei Massenpunkten ans dichtem Stoffe und 
bei kleinen Geschwindigkeiten. Wirft man eine Blei- oder Eiseokugel mit der 
Hand, so kann der Luftwiderstand meist Temachlässigt werden, während lockere 
Massen einen grossen Luftwiderstand erfahren. Auch bei den grossen Ge- 
schwindigkeiten der Geschosse hat der (mit dem Quadrate der Geschwindigkeit 
wachsende) Luftwiderstand so bedeutenden Einflnss, dass vorstehende einfache 
Gleichongen fUr solche Fälle durchaus nicht mehr verwendbar sind. 
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6. Zusammensetzung und Zerlegung der Kräfte. 

Aaf einen Masaenpankt m (Fig 36) mHgen gleichzeitig 2 Er&fte 
Kl naä K^ wirken; dann bringt nach dem Satze auf S. 33 jede 
von ihnen eine entsprechende Beschleunigung 
P\ = -^i/m ; Pi = -^t/m hervor. Denken wir Fig. 36- 

uns diese Beschleunigungen, denen der Funkt m b. -^c 

gleichzeitig unterworfen ist, durch mA und /_ ^^^ ' 
m B dargratellt, so lassen sich beide nach dem T* ,'■' j 

Satze auf S. 23 durch eine Mittelbeschlennigung ^-'•' ,/ 

r ersetzen, die man erhält, indem man die " <r 
Seitenbeschluunigungen zn einem Streckenznge 
mAC zosaminensetzt; die Schlosslinie m C ist dann die wahre 
oder Mittelbeschlennigung des Punktes m unt«r der Einwirkung der 
Kräfte Ä", und Ä'j. Dieselbe Beschleunigung r würde aber auch 
entstehen, wenn in der Bichtung m C auf den Punkt m eine Kraft 
R'= mr wirkte. Zeichnet man daher einen Streckenzug ans den 
ErSften £, und K2 (statt aus den Beschleunigungen), so wird die 
Schlnsslinie die Grösse JR = mr bekommen und nach Bichtung 
und Sinn mit r Übereinstimmen. Die so erhaltene Kraft R ist 
dann den gegebenen Kräften Kj and K^ völlig gleichwertbig und 
heisst ihre Hittelkraft oder Besultirende. Es folgt also der 
Satz vom Dreieck (oder vom Parallelogramm) der Kräfte: 
Die Mittelkraft zweier gegebenen Kräfte wird nach 
Grösse, Bichtung und Sinne durch die Schlnssseite des 
ans den gegebenen Kräften gebildeten Streckenzuges, 
also die geometrische Summe der Seitenkräfte, (oder 
durch die Diagonale des aus ihnen gezeichneten 
Parallelogramms) dargestellt. 

Für die Berechnung ergeben sich (Fig.S?), p^ 3^ 

wie bei der Zusammensetzung der Geschwin- 
digkeiten (S. 2 1 ) gezeigt wurde, die Formeln : 



Wird a = 0, d. h haben die beiden Kräfte fibereinstimmende 
Bichtung und gleichen Sinn, so wird die Mittelkraft die wirkliche 
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Samme; haben sie aber (für a = ;r) entgegengesetzten Sinn, so wird 
die Mittelkraft gleich dem unterschiede der gegebenen Kräfte und 
hekommt den Sinn der grosseren von beiden. In diesen beiden 
Fällen stimmt die geometrisclie Summe mit der algebraischen 
Samme überein. Werden in letzterem Falle noch die beiden ent- 
gegengesetzten Kräfte K einander gleich, so ergiebt sich die 
Mittelkraft zn Null; es bewegt sich dann der Massenpunkt ebenso, 
als ob gar keine Kraft auf ihn einwirkte, man sagt daher: 

Zwei gleiche, aber entgegengesetzt gerichtete 
Kräfte heben sich an einem Massenpunkte vollständig 
auf oder halten einander das Gleichgewicht 

Stehen die beiden Krälte rechtwinklig zu einander, so wird 

Kommt zn den Kräften £", und K^ noch eine dritte Kj hinzu, 
die mit £", und K2 nicht in derselben Ebene li^t, so hat man 
diese mit der Mittelkraft der beiden ersteren zusammenzusetzen, um 
die Mittelkraft R aller dreier Kräfte zu erhalten Wie bei der 
Zusammensetzung der Geschwindigkeiten (S. 2'2) ausführlich erläutert, 
ergiebt sich dann die Mittelkraft als Diagonale eines 
Parallelepipeds aus den drei Seitenkräften, oder als 
die Schlussseite eines räumlichen Streckenznges der 
Seitenkräfte oder wiederum als deren geometrische 
Summe. 

Wie Geschwindigkeiten und Beschleunigungen lassen sich selbst- 
verständlich auch Kräfte in zwei bezw. drei Seltenkräfte zerl^en 
and durch diese vOtlig ersetzen. 

Soll eine Kraft K nach zwei rechtwinklig auf einander stehen- 
den, mit ihr in derselben Ebene liegenden Achsenrichtungen zerlegt 
werden (Fig. 38), so zieht man durch den 
Endpunkt I> der Kraftstrecke A _Z> eine 
Parallele DB zu A Y; dann ist ABB 
der Streckenzug der Seit«nkräfte. Schliesst 
K mit der -I"- Achse den Winkel a ein, 
so erhält man ^cosa und Kaiaa als 
die Seitenkräfte. Soll die Zerlegung aber 
nach drei rechtwinklig zu einander stehenden Richtungen erfolgen 
(Fig. 39), welche mit der Kraft K bezw. die Winkel a, ß und y 
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einschliessen, so fiUlt man vod H ein Loth UJ? auf die xy 

Ebene und hat damit die in die 2- Achse eilende Seitenkraft 

K caa y mit dem Sinne von D 

nach -ff. Eine Parallele durch D 

zar ^- Achse liefert die Seitenkraft 

BD^Kamß für die i/-Riehtung, 

und endlich ist AB = Kcfi%a die 

Seitenkraft in der a;- Richtung 

(vergl. S. -23, Fig. 'Ib). 

Greifen nun an einem Massen- 
pnnkte beliebig viele Kräfte Ki, 
K^ , . . K„ mit beliebigen Rich- 
tungen an und will man deren 
Mittelkraft R nach Grösse und Richtung finden, so legt man durch 
den Massenpunkt ein dreiachsiges Achsenkreuz, dessen Achsen mit 
den gegebenen Kräften die als bekannt zu betrachtenden Richtungs- 
winkel «i, ßj, y^; flo, ^2« 72; ■ ■ ■ ö!"t i^"i 7" einschliessen. So- 
dann zerlegt man jede der gegebenen Kräfte in drei Seitenkräfte, 
welche mit den Achsenrichtungen zusammenfallen, ersetzt also K^ 
durch Ä", C03a(, JCi cos ^, , Ä", cos;-, u. s. f. Dadurch erhält 
man freilich die dreifache Anzahl der Krifte, die aber nun in drei 
ganz bestimmten Richtungen liegen. Dann können die in die 
Ä-Richtung fallenden Seitenkräfte £^, cos a, , Ä'3C03a2 ... K^co^an 
dnrch eine einzige in derselben Richtung wirkende Kraft X gleich 
der algebraischen Summe der Seitenkräfte 

-3r= Ky cos «1 + ä'j cos Oj + .... + K„ cos a„, 
was man kürzer schreibt X=i;Ä'cosa, ersetzt werden, während 
sich in den anderen Richtungen in gleicher Weise ergiebt: 
y=2'iirco3/5; Z=i:Kci}zy. 

Die drei rechtwinklig zu einander stehenden Seit«nkräfte X, 
Y, Z lassen sich nun durch ihre geometrische Summe 

R = V'X^ + F2 + Z^' 
ersetzen, welche mit den drei Achsenrichtungen die Winkel a, ß 
und y einschliesst Da nun X die Seitenkraft von R in der av-Rich- 



tnng, also Jr=Äcosa, so wird cosa = ^, ebenso oos^ = 



Ä' 



Ä' 
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cos;' = -^. Damit ist die Mittelkraft R nach Grösse and Bichtung 
bestimmt. Da in den algebraischen Summen auf die Reihenfolge 
der Snmmandeti nicbts ankommt, so ist die Reihenfolge in 
der Zusammensetzung der Kräfte gleichgültig. 

Auch durch Zeichnung kann man beliebig viele, beispielsweise 
vier Kräfte K^ bis K^ zusammensetzen. Von einem beliebige 
Punkte A aus setze 
man in einer Hülfs- 
%ur 40 a zuerst ^, 
und K2 zu einem 
Streckenzuge zusam- 
men; dann ist die 
Schluaslinie-iC=Ä2 
die Mittelkraft beider. 
Mit dieser fQgt man 
in gleicher Weise K^ zusammen, indem man den Streckenzug R^, 
K3 mit der Mittelkraft R^ =.Ä D bildet. Daran schliesst sich in 
gleicher Weise K^. Die Strecke AE, weleha dann den gesammten 
Streckenzug der Kräfte Ä", bis K^ schüesst, ist offenbar die Mittel- 
kraft R der gegebenen Seitenkräfte und ergiebt sich wiederum als 
die geometrische Summe der Kräfte. Verlegt man diese nach Grösse, 
Bichtung und Sinn bestimmte Mittelkraft an den Massenpunkt m 
bei P (Fig. 40), so ist die Aufgabe gelöst. Die Hülfsfigur 40 a heisst 
(nach G. Lang) das Krafteek. Diese Figur ist leicht zu zeichnen/ 
wenn die gegebenen Kräfte in derselben Ebene, der Zeichenebene, 
liegen. Man erkennt aber leicht, dass, wenn diese Bedingung nicht 
erfüllt ist, das Krafteck grundsätzlich seine, Bedeutung beibehält; 
nur bildet der Streckenzng der Kräfte dann ein räumliches 
Kralteck; aber immerhin stellt die Schlusslinie, die geometrische 
Summe der Kräfte, auch in solchen Fällen ihre Mittelkraft dar, 
deren zeichnerische Bestimmung dann freilich die Äuftragung in 
Grundriss and Aufriss nach den Lehren der darstellenden Geometrie 
erfordert, Ist <lio Scblusslinie = Null, so halten sich die Kräfte 
im Gleichgewichte. Weiteres s. S. 65. 

7. Mechanische Arbeit einer Kraft. 

Ein Massenpunkt m führe unter Einwirkung beliebiger Kräfte 
eine Bewegung von A nach B aus (Fig. 41). Eine der wirkenden 
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Fig. 41. 



Kräfte K sei gleichbleibend nach GrOsae nnd Bichtung, so dass sie 
während der Beiregung stets ihrer Anfangsrichtung parallel bleibt 
Ist dann AC die rechtwinklige Projettion der 
Bahnlinie A B auf die Kicbtnag der Kraft K, so 
nennt man A C die in der Kraftrichtung zurfick- 
gelegte Weg&slänge. Das Produkt aus der 
Kraft K and der in ihrer lüchtang 
zurückgelegten WegesUnge AC heiast 
dann die während der Bewegung AB von 
derKraftA' verrichtete mechanische Ariteit %C. 

Die in der Kraftrichtung znrflckgelegte Wegeslftnge A C gilt 
als positiv, wenn ihr Sinn mit dem der Kraft flbereinstimmt 




Fig. 42. 



Fig. 43. 



(Fig. 41), und umgekehrt. Bei dem Vor- 
gange nach Fig. 42 ist AC negativ ein- 
zufahren und auch die Arbeit von K negativ, 
nimlich %= —KAC. 

Ist die Kraft K nach Grösse und Rich- 
tung nicht gleichbleibend, so ist die Bildung 
des Produktes K- AC nicht niOglicb Wenn 
die Kraft bei A die Grösse K^, bei B die Grösse K^ hatte, an 
einem beliebigen Zwisehenpunkte P aber K war, so stellt man sich 
vor, die Kraft behielte für ein Be- 
wegungstheilchen PQ, = ds Grösse 
nnd Richtung bei und nähme erst 
bei Q, plötzlich neue Grösse und 
Richtung an. Diese Vorstellung der 
sprungweisen Änderung wird mit der 
wirklichen stetigen Änderung um 
so mehr übereinstimmend, je mehr 
das Bahntheilchen da sich der Null 
nähert Für das Bewegungstheilchen 

ist dann die Arbeit der Kraft K: d% = Kdecry^ß. Als die 
Arbeit der veränderlichen Kraft K längs der endlichen Bewegung 
bezeichnet man nun St = /^d« cos ö. Die Integration ist nur 
ausführbar, wenn man die Ändernngsgesetze von K und cos d kennt. 

Steht die Kraft während eines beliebigen Theils der Bew^ung 
rechtwinklig zur Bahnlinie, so ist cos d = 0, also auch d%. und % 
während dieses Beweg ungsstnckes Null; oder: Eine Kraft ver- 
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Piff. M. 




richtet keine mechanische Arbeit, solange sie recht- 
winklig zur Bewegnngsrichtung steht 

Ein Massenpnnkt möge eich nnn anter Einwirkung beliebig 
vieler Kräfte Kj, K^ . . . K^ bewegen, von denen in Fig. 44 nur 
3 gezeichnet sind; während der Bewegung ron A nach B seien 
die Kräfte gleichbleibend nach 
Grösse und Richtung (welche An- 
nahme auch für veränderliche Kräfte 
zulässig Ist, sobald man für solchen 
Fall AB als unendlich klein be- 
trachtet). Es sei jK die Mittelkraft 
von Kl, K^ . . . K^ . Dann ist 
ßr diese (nach S. 40) 

1) M coa a = X= ^K 00$ a. 

Fällt man aber von B Rechtwinklige auf die Kraflrichtnngen, 
so ist coa a = A C : A B; cos a, = AGi : AB; ... cos o« 
= ACni AB, also nach Gl. 1 (nach Multiplikation mit AB) 

2) R'AG=KiACi-\-KiACi-^...K„AO^. 

Da aber _A C, ^ C, . . . J. <7„ die rechtwinkligen Projektionen 
der Bahnlinie AB auf die Kraftrichtungen sind, so ist die Be- 
deutung der 61. ~2 : 

Die mechanische Arbeit, welche sich bei der Be- 
wegung eines Massenpunktes für die Mittelkraft mehrerer 
auf ihn wirkenden Kräfte ergiebt, ist gleich der alge- 
braischen Summe der Arbeiten dieser Einzelkräfte bei 
derselben Bewegung. 

(Bei veränderlichen Kräften gilt dieser Satz zunächst (Qr ein 
unendlich kleines Bewegungstbeilchen ; weil aber als Arbeit einer 
veränderlichen Kraft die Summe ihrer Arbeitstheilchen bezeichnet 
ist, so gilt der obige Satz der mechanischen Arbeit ganz 
allgemein fSr Kräfte, die an demselben Massenpunkte angreifen.) 

Der Änsdmek fBr das Arbeitstheilchen d'S. — KdB cosö 
(S. 42) lässt sich jetzt auch noch anders deuten, als oben geschehen. 
Man kann nämlich (Fig. 43) K zerlegen in die Seitenkräfte Kaoa^ 
(in die Bewegungsrichtung) und K sin d (rechtwinklig dazu). 
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Erster« liefert die Arbeit K cos 'Öde, während die andere nach 
S. 42 die Arbeit Null verrichtet. Die Arbeit von K ergiebt sich 
daher wiederum zu da = Ä" cos ö d?. 

Wird die Kraft fi'== I "*, die Wegealänge in ihrer Richtung 
■= 1 " , 80 wird die Arbeit % = K- s = l-I =1, also gleich 
der Arbeitseinheit. Diese Arbeit, welche von J ^ längs eines 
Weges = 1 " verrichtet wird, heisst Meterkilogramm (mkg); 
n ^ längs eines Weges = V„ Meter verrichten aber ebenfalls die 

Arbeit » ■ - = 1"^ 

8. Arbeitsvermögen (kJDetiscbe Energie oder lebendige 
Kraft) eines Massenpunktes. 

1 ) Wirkt auf einen Punkt von der Masse m eine mit der Be- 
wegungsrichtung übereinstimmende, nach Sichtung und QrCsse 
gloichbleihende Kraft K, so entsteht eine geradlinige, gleichförmig 
beschleunigte Bewegung von der Ueschleunigung p = K : m, 
Ist c die Anfangsgeschwindigkeit, v die pjg. 45 

Geschwindigkeit nach der Zeit ( (Fig. 45), -4*- k -^ 

80 ist die Wegesltnge (nach Gl. 5, S. 12) 



■2 p 2 {Kl m) 

oder 
1) '/a mv' — ^/i m c^ = K s . 

Hat ein Punkt von der Masse m in irgend einem Zeitpunkte 
eine Geschwindigkeit v, so nennt man das Produkt aus seiner 
Masse mal dem halben Quadrate der Geschwindigkeit, also die 
Grösse ^/s m v^ das (in dem Massenpnnkte aufgehäufte) Arbeits- 
Termltgen. Älter und noch vielfach gebräuchlich ist dafQr die 
Bezeichnung „lebendige Kraft" (als vis viva von Leibniz [! 1 646 zu 
Leipzig, f 1716 zu Hannover] in die Mechanik eingeführt); da aber 
der Werth V2 mi'^ mit dem, was wir sonst Kraft nennen, nichts 
gemein hat, da auch bei dem Fehlen jeder Kraftwirkung, also bei 
gleichbleibender Geschwindigkeit, der Werth '/a mv^ bestehen bleibt, 
so erscheint die Benennung lebendige Kraft wenig zweckmässig. 
Die Bezeichnung „kinetische Knergie" ist als angemessen zu be- 
zeichnen; auch der Name „Wucht" ist dalür empfohlen; wir wollen 
die Grösse mit Grashof Arbeitsvermögen nennen. Es war 
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Vsmc' das anfängliche, es ist ^/-imv^ das nachherige grössere 
Arb^tsvermögen. Die linke Seite der Gl. 1 ist also die „Zunahme 
an Arbeitavermögen", welche der Slasaenpankt durch die Kraft K 
erfahren hat Die rechte Seit« ist aber die mechanische Arbeit der 
Kraft K. Gl, 1 bedeutet hiemach: 

Die Zunahme des ArbeitsvermSgens eines Massen- 
punktes ist gleich der während der Bewegung an dem 
Massenpankte verrichteten mechanischen Arbeit 

Ist der Sinn der Kraft K der Be- „. .^ 

w^ungsriehtnng entgegengesetzt (Flg. 46), 

80 entsteht eine verzögerte Bewegung; es ■ ^ - " f* ; ^ 

ist dann (nach S. 12) * 

„s „2 ..2 »2 

oder 



2^ awj 

Va mw2— VsmcS Kx. 

In diesem Falle bewirkt die Kraft K eine Abnahme des 
Arbeitsvermögens, und zwar wird diese wiederum gemessen durch 
die von der Kraft geleistete Arbeit (im absoluten Sinne). Da aber die 
geleistete Arbeit jetzt als negativ aufzufassen ist, so empfiehlt es 
sich, für die allgemeine Anwendung dieses Satzes auch eine etwaige 
Abnahme des Arbeitsvermögens '/a rac- — '/s mir* stets in der 
Form einer algebraischen Zunahme (deren Werth hier negativ ist) 
zu schreiben, d. h. stets von dem Endwerthe des Arbeitsvermögens 
den Anfangswerth abzuziehen und den Unterschied gleich der ver- 
richteten Arbeit zu setzen ; dann entspricht eine positive Arbeit 
einer positiven Zunahme des Arbeitsvermögens, und umgekehrt 

Hatte ein Massenpunkt die Anfangsgeschwindigkeit Null, die 
Endgeschwindigkeit v, so ist '/^ mv* = Ks, oder es drflckt das 
Arbeitsvermögen einer Masse m die Arbeit aus, welche verrichtet 
werden mosste, um den Punkt aus der Buhe in die Geschwindigkeit 
V zu versetzen. Soll aber die Geschwindigkeit v in Null ver- 
wandelt werden, so muss stattfinden 

— 72 mw*= — Ks. 
^fimv^ ist also zugleich die absolute Grösse der Verzögerungsarbeit, 
welche nöthig ist, um eine Masse m von der Geschwindigkeit v zur 
Buhe zu bringen. Will man einen Massenpnnkt mit der Geschwin- 
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digkeit c fortwerfen, so muss man mit der Muskelkraft eine Arbeit 
von der Grösse '/^ me^ auf ihn fibertragen. Und dieses Arbeito- 
TermOgen, welches der Massenpunkt in sich trftgt, kann, wie wir 
später sehen werden, wieder zur Arbeitsverrichtang benntzt Werden. 
Das Arbeitsvermögen V: mc^ ist dxher wirklich nur eine besondere 
Form von mechanischer Arbeit. Dass *l^mc^ anch nach Meter- 
kilogrammen zn messen ist, erkennt man, wenn man mit der Fall- 
beschleunigang mnltipUcirt und dividirt; d^nn wird 

Hierin \&i mg eine Kraft, «'/s? aber eine Öeschwindigkeitshflbe, 
d. h. eine Länge, sodass das Produkt in '^ zn verstehen ist. 

Der Satz vom Arbeitsvermtlgen ist besonders für solche Auf- 
gaben geeignet, wo es wesentlich auf die QrtSsse der Endgeschwin- 
digkeit, nicht aber auf Beschleunigung und Zeit der liewegung 
ankommt 

Brispi«!: Der Fall der abwSrta gerichteten Wurfbewegnng (Fig. 34, S. 35) 
ist fSr die Anweadiuig des Tontehenden Satzes sehr gee^et. Ist die Strecke t 
durchfallen, so h&t ^e Schwere die Arbeit -{- mg$ verrichtet Die Zanahine 
am ÄrbeitsTetmdgcD ist daher 

Vi iBo' — V' "e' ^ mj*, mithin 

ii> — «> ;= 2j, oder v ^ } e' + 2jrt. 

FOrdie AnfwärtsbewegQDg (Fig. 35) ist die Arbeit negaÜT, nimlich — mjrj, mithin 



oder w' — «' ^ — 3jr», mithin ir ^ ]' e' — ig». 
Fasat m&n die Bewegtmg vom Ptmkte P ans znr höchsten Stelle B nnd 
wieder zurQck nach /* znsammen, ao ist die ganze Arbeit der Schwere Null, 
weil aufwärts — »jr», abwärts + mgt verrichtet wurde. Daher kann auch 
bei der Bewegung von P über B nnd nach P zurUcb keine Zunahme an 
Arbeitsvermögen entstehen, oder die Geschwindigkeit an einem beliebigen 
Punkte P mnss fUr Abwärts- und Anfwfirtebewegnng die gleiche sein. 

Ein Eisenbahnzng von 200000 ^K Gewicht und 25 ~ Geschw. hat das 

■. . ., „ 200000 -2.>» 62500000 mlB T^ n ,. 

Arbeitsvermögen 5 = — - — - — — . — Das Geschoas einer grossen 

if ? g 

Kanone hat bei 450 ^ Gewicht nnd 537 — Geschw. nnge&hr dasselbe 

.j, -i K i, 1- u *50 ■ 527» 6248900 "H t, f, x. ^ :, 

Arbeitsvermögen, nämuch r ^ . — Die Zngkraft der 

'ig 9 

Lokomotive hat in- 180 Sek. längs eines Weges von 2250 " (nach S. 13) die* 
Belbe Arbeit geleistet, die von der Anadehnnngskraft der Pulverladnng in einem 
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klemen Bmchtheil einer Sekunde Ißnga des KanonenrohreB Terrichtet worden 
ist (wenn man in beiden Ffillen nur diejenigen Theile der Kräfte beachtet, 
weiche ZOT BeBchlenmgung dienen, d. L wenn man die Beibnngs- und Luft- 
widerstände nicht berücksichtigt.) 

E3 soll nnii der Satz von Arbeitsvermögen auch ffir krnmm- 
linige Bewegang bewiesen werden. Ein Massenpunkt bewege sieb 
nnter Einwirkung einer gleichbleibenden Kraft K, die aber nicht 
mit der Richtung der Änfai^geschwindigkeit c zusammenfallen 
mOge (Fig. 47); dann ertheilt die Kraft dem Funkte eine Elementar- 
beschlennigang pdtin der Kicbtung der Kraft. Anfangsgeschwindig- 
keit und Elementarb&'ichleuni- 
gung liegen in der durch die ^ ^' 

Bichtnngen von c und K be- 
stimmten Ebene, daher mösaen 
auch die ferneren Qeschnindig- 
keiten in dieser Ebene verbleiben. 
Die unter Einwirkung einer 
gleichbleibenden Kraft ent- 
stehende Bahnlinie ist dem- 
nach eine ebene Kurve. 
B^er kann man die Bewegung 
AB in zwei Seitenbewegungen AG (in der Richtung der Kraft Ä) 
und ^Z> (rechtwinklig zur Kraft) zerlegen. Zerl^t man Ge- 
schwindigkeiten and Kraft nach denselben Richtungen, so sind diese 
die Seitengeschwindigkeiten und Seitenkräfta In der Richtung A D 
wirkt keine Kraft; in dieser ist daher die Gleschwindigkeit dauernd 
gleich «; in der Richtung AG aber vorgrCssert sich die Ge- 
schwindigkeit von ^u^ auf «'j. Für die Seitenhewegung AG=» 
ist das Gesetz vom Arbeitsvermögen bereits bewiesen, daher 

2) V2 tu. w\ — '/2 mwl = K». 
Weil aber v' = u' ^- w% und 

c' = w' + w\, 
so wird v" — e* = w% — w\, so daaa man aus Gl. I erhält 

3) Va mr'— '/! m.c^ = Ks. 

Ke ist auch ffir die krummlinige Bewegung A B die Arbeit 
von K, 80 dass hiermit das Giesetz vom Arbeitsvermögen auch fQr 
krummlinige Bewegungen nnter Einwirkung einer gleichbleibenden 
Kraft nachgewiesen ist 
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3) Wird nnn der soeben betrachtete Fall noch verallgemeinert, 
indem man K als veränderlich annimmt, so kann man auf Grand 
der auf S. 4i gepflogenen Erörterungen behaupten, daas während 
eines Uewegnngätheilchenä die Zunahme an Arbeitsvermögen gleich 
dem Arbeitstheitchen , also d (V^mv-) = d'ü sein musa Eine 
Sammimng auf beiden Seiten ergiebt dann auch für die endliche 
Bewegung '/^ "*v^ — '/ä »*p^ = '^• 

Steht der Massenpunkt unter Einwirkung beliebig vieler Kräfte, 
so kann man diese für jeden Augenblick durch ihre Mittelkraft R 
ersetzen, deren Arbeit dann gleich der Zunahme an Arbeitsvenn{}gen 
sein muss. Da aber nach S. 43 die Arbeit der Mittelkraft gleich 
der Arbeitssumme der Einzelkräfte, so bat man nun den Satz vom 
Arbeitsvermögen in der allgemeinen Form: 

Die Zunahme an Arbeits vermögen, welche ein 
Massenpunkt während einer Bewegung erfährt, ist gleich 
der algebraischen Summe der mechanischen Arbeiten, 
welche von allen auf den Punkt wirkenden Eiräften 
während dieser Bewegnng verrichtet werden. 

9. Parabolische Wurfbewegung. 

Wird ein Massenpunkt mit der Geschwindigkeit e schräg 
aufwärts geworfen unter dem Neigungswinkel a gegen die W^e- 
recbte und der alleinigen Einwirkung der Schwere überlassen, so 
entsteht, wie bei Fig. 47 erläutert, eine krummlinige Bewegung in 
einer durch c und die lothrechte Richtung der Schwere bestimmten 
Ebene. 

Zerlegt man (Fig. 4S) die 
krummlinige Bewegung in zwei 
Seitenbewegungen nach der ßich- 
tung der Lothrechten AY and ' 
rechtwinklig dazu nach AB, so 
muss die letztere offenbar gleich- 
fürmig sein, weil in ihr keine 
Kraft auftritt Sie erfolgt dem- 
nach mit der Geschwindigkeit c cos a, welche sich durch Zerlegung 
von c ergiebt Es ist mithin 

1 ) Vi = c cos a und Wy = « sin a — gt , 

da die lothrechte Seitenbew^ung wegen der Fallbeschlennigiuig 



Fig. 48. 




.y Google 



9. ParaboÜBclie Warfbewegnng. 49 

gleichfSnmg verzögert wird. Die Neigung von v gBgea die Wage- 
rechte ist 

tg* = -^ = tga ^^. 

Wj, c cos a 

Die WegesläDgen in beiden Seitenbewegnngen sind 

« = c cos a i and y = c siaat — '/j fft'. 
Entfernt man t ans diesen beiden Oleichnngen, indem man 



Qleichnng der Bahnlinie 

2) y = a;tga 



c^ cos -a 

welche nach den bekannten Begeln der analytischen Oeometrie als 
Parabel erkannt wird. 

Da die lothrechte Seitenbewegung aufwärts und abwärts ganz 
symmetrisch, die wagerechte aber gleichfönnig erfolgt, so schliesst 
man leicht, dass der ansteigende Theil der Bahnlinie dem ab&Uenden 
Theile symmetrisch sein mnss, däss also eine Lothrechte dnrch den 
höchsten Pankt A\ der Bahnlinie die Haaptaciise der Parabel sein 
mnss. Bestimmter überzeugt man sich davon noch, indem man 
die Eonre auf ein durch Ai gelegtes Achsenkreuz (w^erecht und 
lothredit) bezieht. Die Höhe des höchsten Punktes ^, ist offenbar 

- c^ sin 2« 

3) h = — T-r— t 

da in der lothrechten Seitenbewegnng mit der An&ngsgeachwindig- 
keit c sin a nur diese HOhe erstiegen werden kann. Die dazu ge- 
hörige Zeit, nach welcher c sin a — gt = wird, ist (, = , 

ff 
und während dieser erfolgt eine wi^rechte Seitenbewegung 

c sin a c^ ein a cos a 

4) 6 = c 008 a ■ != — . 

ff ff 
Hierdurch 1i^ der höchste Punkt Ai fest. Setzt man nnn 
c^ sin a cos a , 

X = b — Wy = «1 und 

, c* sin *a • m i, • 

y = A — yi = T yi m GL 2 ein, 

^ ff 
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SO ergiebt sich nach einfacher Zusammenziehung 

5) ..-■.~-^— ,,. 

Diese Gleichung stellt eine Parabel mit lothrechter Achse und 

dem Scheitel A, dar, und zwar ist der Parameter ; es ist 

ff 
demnach diese Griisse, welche die Form der fiahnlinie allein be- 
dingt, nur von der wagerechten Seitengeschwindigkeit i? cos a, 
nicht aber von der lothrechten anfängliclien Seitengeschwindigkeit 
c sin a abhängig. Letztere bestimmt aber, weil sie in den Gleichungen 
3 und 4 Torkommt, die Lage des Scheitelpunktes Ai der Wurflinie 
gegen den Anfangspunkt A. 

Besondere Fälle: 1) Ist a = 0, wird der Punkt also w^erecht 
fortgeworfen (Fig. 49), so ist c cos a = c, c sin a = 0, daher werden 
h und b beide zu Null, und der Anfangspunkt A ist pjg, 49, 
gleichzeitig der hJichste Punkt A^. Der Parameter 
der Parabel wird c':y, 1 

Erfolgt aber der Wurf schräg abwärts (Fig. bO), 
80 wird <; sin a, den früheren Betrachtungen gegenQber, negativ; 
ea ist dann 

c^ sin a cos a , c^ sin ^a 
ff ^9 

mithin liegt dann der Scheitel A, in der nach rückwärts verlängerten 
Bahnlinie, wird also von dem Massenpunbte, der 
seine Bewegung in A beginnt, nicht mehr durch- '^' '' ' 

laufen. j ^^•' 

Der zuerst betrachtete Fall (Fig. 48) ist ^~ 
ofTenbar der vollständigere, da in ihm die ab- 
wärts gerichtete Bewegung mit vorkommt. 

Die Geschwindigkeit v in einem beliebigen 
Punkte P der Bahnlinie ergiebt sich am einfachsten nach dem 
Satze vom Arbeitsvermögen. Während der Bewegung von A nach 
P verrichtet nämlich die Schwerkraft die Arbeit — m^y, daher wird 
nach Gl. 3, & 47 

v= V e"^ — -igy. 
Solange der Punkt steigt, solange also y wächst, vermindert sich 
die Geschwindigkeit, und im Scheitel ist sie am kleinsten, indem 
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sie dort lediglich aus der wagerechten Settenbewegang c eosa be- 
steht l3t der Scheitel überschritten, sinkt der Maäsenpnnkt, so 
nimmt v fortgesetzt wieder zn, ist im Punkte B füi i/ = wieder 
gleich der Anfangsgeschwindigkeit c und wird dann immer grSsser. 
Die Entfernung AB = l, in welcher der Massenpunkt wieder 
dieselbe wagerechte Ebene erreicht, von der er ausging, heisst die 

■m t 1. j ■ t tt L Ol c2 2 8inaC(Ba , 
Wurfweite und ist offenbar =26 = oder 



Die Dauer ^ dieses Wurfes beträgt, da J = <r cos a ^ ist, 
2 c sin a 



7) «2 = 2 (i : 

2) Bei einer Wurf-, Sehiess- oder Schleudervorrichtung ist die 
Geschwindigkeit e meist gegeben, der Winkel a aber beliebig 
wählbar. Will man eine bestimmte Wurfweite l erreichen, so zeigt 
Gleichung 6, dasa diese mit sin 2 a yerhältnisagleich ist. Es haben 
aber zwei Winkel, die sieh zu ISO" ergänzen, die man etwa 
90 + ?) und 90 — p nennen kann, gleichen Sinus; jede ton beiden 
liefert daher, gleich 2 a gesetzt, den gleichen Werth von sin 2 a. 
Sonach geben 2 Steigungswinkel a, welche sich zu 90" ergänzen 
und welche man 45 " + '/^ V ""^ *S ** — 'A V nennen kann, dieselbe 
Wurfweite. Bei gleichen Anfangsgeschwindigkeiten e lässt sich 
also ein gegebenes Ziel sowohl durch einen hoben, wie durch einen 
flachen Wurf erreichen. Beide fallen aber zu einem einzigea 
zusammen für a = 45 ^, und dieser Ste^ngswinkel liefert den 
Orösstwerth der Wurfweite, nämliflh 

c' 

8) 1^ = —. 

9 

Die grOsste erreichbare Höhe entsteht bei = 90" und wird 

(.2 

A««= -^; die grösste Wurfweite ist mithin doppelt so gross wie 
die grösste Wurfhöha 

Bei « = 45» wird (nach Gl. 3} h = 

dieser Wurflinie ist '/* der Wurfweite (der Sehne). 
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Beispiel 1: Eine g^epannte Armbrast (ei 
Blasrohr oder dergl.) ertheile dem Oeschoss ei 
Mit welchem Steigungswinkel ist 
eine Wurfweite von I = 40 "" xa 
erreichen? (Fig. 51.) Nach GL 6 



3 geladene WindbQchse, ein 
a Geechwindigkeit e ^ 25 — . 



ist 40 -- 



25" 



a2a 



mithin 




Bin2a ^ 0,m»; dies entspricht 

einem Winkel 2 a = 39°, zagleich 

aber anch 2 a ^^ 141 '. Also sind 

die beiden Steigungswinkel a = 1 9,i " 

nnd TO,»* Terwendbar. Dann ist 

sin a ^ 0,ut bezw. 0,<ta, sonach 

beträgt e sin o = 8,< bezw. 33,< nnd die WurfhShe nach GL 3: A = 3,> 

bezw. 38,1", die Wnrfdaner aber (GL 7): (» ^= l,i bezw. 4,si Sekunden. 

Die grösste erreichbare Höhe bei a = 90 • betrSgt e' : (2 p) =' 31,» ", 

die grösste mögliche Wnxfweite bei a = 45 " : doppelt so riel, nämlich 

63,8"" = ^B,. 

Soll ein Ziel getroffen werden, welches nicht in gleicher H5he mit A 
liegt, sondern die Koordinaten x mid y bat, so findet man den erforderlichen 
Steigungswinkel, indem man GL 2 nach a auflöst. Fährt man znr Abkärznng 



die Geschwindigkeitshöhe t = 
bedenkt man, dass 1 : cos'c 



3 wird GL2: y = ^tga— ^^^^a^ i 
= 1 + tg'a, so erpebt sich leicht 



10) 



*« = - 



2k 



-1/ 4 1 (t-y) 



Bei gegebenem h, d. h. gegebener Anfangsgeschwindigkeit des Geschosses 
giebt es bezüglich der Ponkte, die fSr das Geschoss erreichbar sind, eine 
bestimmte Gren^a Für gewisse Werthpaare Ton > und y wird nämlich die 
Wurzel in Gl. 10 reell, für andere aber im^när. Letztere Werthpaare ent- 
sprechen den unerreichbaren Punkten. Die Grenzlinie zwischen den erreichbaren 
nnd nnerreichbaren Punkten erhält man, wenn die Grösse unter dem Wurzel- 
zeichen gleich Nnll gesetzt wird, d. h. 4i' — 4*y^3;' oder 

Dies üt die Gleichnng einer Parabel, deren Scheitel in der Höhe jfc=^e*:(2^) 
lotbrecht über dem Anfangspunkte Ä liegt, deren halbe Sehne gleich der 
Wurfweite I ^ 2i = e' ; y ist. Sie ist in Fig. 51 dnrch die Strichpunktirte 
C,B, dai^estellt Giebt man a alle möglichen Werthe, so bezeichnet GL 2 
(S. 49) eine Schar von nnendlich vielen Terschiedenen Wnifparahelo, die 
sämmtlich TOn Ä ansgehen. Umschliesst|man| diese nnendlichUrielen für eine 
gespannte oder geladene Wurf- oder Schiessvorrichtung möglichen Parabeln 
durch eine sie sämmtlich berührende Kurve, so nennt man diese die ümhüllnngs- 
linie, und die Parabel C, B, der 61. 11 ist diese UmhUllnngslinie. 
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Ihre Gleichung kann anch noch anf andere Weise, als eben geachehen, 
gefimden werden, indem man nach der Lehre von den Umhüllangslinien 
die Abgeleitete der Gleichung 3 (S. 49) der EotTenachar nach dem fUr die 
EiuTenachar rerinderllchen tga gleich Nnll setzt, dieee Gleichung mit 
Gleichung 2 verbindet und ans beiden tga entfernt Es wird Gleichung 3, 
wenn man darin l:cöB'a = l +tg'a setzt: 



12) 
IS) 


DaraoB 










Hieraus 


tg. 


V- 


. -^ giebt in Gleichung 12 eingesetzt: 
= -| ^ «', wie in Gleichung 11. 



Beispiel 2: Hat ein EisenbahnwE^en eine Geschwindigkeit «i in gerader 
Bahnlinie, so nehmen alle Körper, die in demselben in scheinbarer ßuhe eich 
befinden, an der Geschwindigkeit u TheiL Lässt man also in einem solchen 
Wagen einen MasBenpunkt aus der ruhenden Hand foUen, so ist seine scheinbare 
Bewegnng freilich eine lothrechte Fallbewegung, die wahre Bewegong aber eine 
parabolische Wurf bewegnng, die mit der wagerechten Geschwindigkeit u beginnt. 
Daaaelbe ^t natürlich anch, wenn man einen Massenpunkt ans dem Fenster 
eines Eisenbahnwagens fallen lässt Ein aosserhalb des Zuges anf dem 
Erdboden befindlicher Beobachter erblickt in solchem Falle eine parabolische 
Bahnlinie nach Fig. 49, wenn darin e mit b yertauscht wird. Far « ^ 20 — 
wird der Parameter der Parabel 20' : 9,ii = 400 ■ 0,im = 40,1». 

Ertheilt man aber dem Massenpunkte, statt ihn aas der rahenden Hand 
vom Eisenbahnwagen aus fallen zu lassen, mittels Warfes eine w^erechte 
Geschwindigkeit ur ^ 10 — rechtwinklig zur Fahr- _. ^^ 

richtung (Fig. 53, Grondriss), so ist diese nur eine Seiten- 
geschwindigkeit; die wahre Geschwindigkeit v aber in 
Bezug anf den festen Erdboden ist die Mittelgeschwm- 
digkeit aus m ^ 10 und « = 20, mithin p a 

Für den aussen stehenden Beobachter entsteht eine _ 

Woifbewegong, die mit der wagerechten Geschwindigkeit e ^ 10 yh beginnt 
und in der lothrechten Ebene durch v erfolgt, Wärde der Beobachter von 
diesem Wurfe etwa getroffen, so würde, wenn man nur die wagerechte Seiteu- 
bewegnng berQcksichtigt imd die VergTÜssenmg der wahren Geschwindigkeit in 
schrfiger Bichtang durch die Wirkung der Schwere ausser Acht lässt, die 
Wirkung des Wurfes nach dem Arbeitsvermögen '/' ""'' ^ '/i m ■ 10" ■ 5 xu 



^ 
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beOTtheilen Bein. Der Werfende hat nur die Arbeit '/• mlO^ anf den Masaen- 
ponkt Hbertr^eu; die durch die Eraft der LokomotiTe etzeagte Znggeschwin- 
digkeit hat aber zur Folge, dass das ArbeitETermÖgen (oder die Gewalt, die 
Wucht) des Wnrfea auf das Sfache gewachsen ist Die aufgewendet« Worf- 
geechwiiidig'keit w entsprach nur einer Fallhöhe tu' : 2g ^ 5,i ■>, während die 
Wirknng dieselbe ist, als fiele der Pnnkt aoa der Höhe 5 ■ 5,i ^^ 25,1". Hier- 
nach kann man benrtheilen, wie gefährlich das Hinauswerfen fester Körper ans 
fahrenden Eisenbahnzögen werden bann. 

Bei den bisherigen Untersuchungen Über Fall- und Wnrfbewegnngeii 
wurde Torausgesetzt, dase aof den Massenpunkt allein die Schwere einwirke. 
Auf S. 37 wurde aber schon bemerkt, dass bei Körpern von Terhältnismäasig 
gioseem Pauminhalt und bei grossen Geschwindigkeiten der Luftwiderstand eine 
bedeutende Eolle spielt. Es sei hier nur bemerkt, dass ein Gewehrgeacboss 
schon bei etwa SO — Geschwindigkeit einen Luftwiderstand erfithrt, der gleich 
dem Gewichte des Geachossee, sodass ein mit dieser Geschwindi^eit abwBrts 
geworfenes Geschoss sich gleichförmig bewegen würde, da der Luftwider- 
stand die Schwere aufhebt Weil der Luftwiderstand aber etwa verhSltnis- 
gleich dem Quadrate der Geschwindigkeit wächst, so wird er bei einer 
SchuBsgeschwindigkeit von 400 — das (S4fache des Oewichts betragen. Hieraas 
ergiebt sich klar, dass die Bewegung eines aolchen Geschosses mit den hier 
entwickelten Formeln wenig Ähnlichkeit haben wird. Ans diesem Grande haben 
wir auch in dem Beispiele anf S. 52 nicht ein Gewehrgeschoss, sondern ein 
GeschoBB mit geringerer Geschwindigkeit der Bechnung unterzogen. 

Femer wurde bisher die Fallbeschleunigung als gleichbleibend nach 
Grösse und Sichtung vorausgesetzt. Im Folgenden soll untersucht werden, 
wie sich die Fallheschleunigmig mit der Veränderung des Ortes ändert, woraus 
sich dann freilich zeigen wird, dass dieser Einfluss bei den vorkommenden 
Fällen der Wnrfbewegung verschwindend klein ist 



10. Gesetz der allgemeinen Massenanziehung. 

Das Gesetz der Schwere (S. 33) ist nur ein besonderer Fall 
des Gesetzes der allgemeinen Maasenanziehong, welches von Newton 
1685 aufgestellt wurda Dasselbe lautet: 

Je 2 Massenpunkte m und m^, die sich in der Ent- 
fernung l von einander befinden, üben p. .. 
auf einander eine gegenseitige An- „ 
ziehungskraft aus, die proportional w "f.*. . J 
dem Produkte der Massen und um- 
gekehrt proportional dem Quadrate ihrer Entfer- 
nung ist 



.y Google 




10. Gesetz der allgemeiiien MasseDaDziehuDg. 55 

Eb ist hiernach (Fig. 5^} 

worin k offenbar die Anziehungskraft zwischen 2 Masseneinheiten 
in dem Abstände ^ = 1 bedeutet FQr Eilogramme als Kräfte, 
für Meter und Sekunden ist k = 0,oooockiooo64 = tjüi- 

Diese Formel 1 gilt einstweileo nur für Massenpunkte ohne räumliche 
Ansdehnnng; wir wollen darnach feststellen, wie eine dünne gleichartige Kngel- 
schale auf einen Massenponkt einwirict 
Die Kugelschale (Fig. 54) habe den Halb- Fig. 54. 

moBser r, die Wandstärke dr; der Massen- 
ponkt m sei Tom Mittelpunkte der Engel 
um l entfernt. Man ziehe einen Halbmesaer 
CP, der mit (7m den Winkel 4 einschliesst 
nnd ziehe in dem Ahstande d ^ einen zweiten 
HalbmeBser. Beide lasse man sich um Cm 
als Achee drehen, dann schneiden sie aus 
der Hoblkugel eine kleine Zone heraus. 
Von der ümfangslänge der Zone denkt man 

sich bei P ein Bogen theilchen di rechtwinklig zur Bildebene herausgenommen, 
dann hat man hei P ein Massentheilchen, welches nach allen drei Sichtungen 
unendlich klein ist Der Stotf der Hohllragel habe für 1 cbn das Gewicht r 
(unter 45' geographische!; Breite gewogen). Das Gewicht eines Kubik- 
meters in Eilogiammen (unter 45° geogr. Br.) nennen wir die Dichte 

des ESrpers. Das Eörpertheilchen hat dann die Masse — • dr -rdS- di und 

übt auf m die Andehungskraft ans k ■ — -dr -rd'^ -dt ■ ^. Diese Kraft 

kann zerlegt werden in eine mit der Richtung nC und eine, welche im Punkte m 
rechtwinklig za mC nach oben gerichtet ist Die eretere beträgt 

k ^ ■dr-Td&- dl- —, cos», 

während die zweite durch die Einwirkung eines gleichen bei Q befindlichen 
Massenth eilchens aufgehoben wird. SämmtUche Massentheilchen der Zone wirken 
in fibereinstimmender Weise auf m ein, da ffir sie alle d&, p und y dieselben 
sind. Wir können daher die Oesammtanziehung der ganzen Eugelzone erhalten, 
wenn wir statt dt den Umfang Snrsin iV einsetzen. Dann entsteht die Anziehung 
dA:=i- -^ -rfr -i-d^-STTr -sin * ■ -^ -cos«-. 

Nnn ist aber die Masse der ganzen Hohlkugel M ^ — ir^ a dr; wird dies in 

S 
d K eingefUut, so entsteht 
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Die YetäDdeTÜcheD & und y Bollen auf p zurückgeführt weiden. £b ist nSinlich 
in dem Dreiecke CPm: r'^i' + jo'^2I/icosp nütiiin cosp = -^ —; 

ebenso cos * ^ A — und durch Diflerentiatiou ~ sin * <(»> ^ — ^j-^ . 

IGeraach wird 

2) <ir = -2 2(.,^. <''' = T7F ?^ '*''■ 

um nun die Anziehungskraft K der ganzen Hohlbugel zn erh^ten, muss 
man Toratehenden Änedruck integriren. liegt der Pnnkt m anBserhalh der 
Holilkugel, so Bind ihre nächsten Theile im Abstände l — r, die fenisten im 
Abstände I ■\- r vom Maasenpunkte, sodass diese Werthe als Grenzen für p 
einzusetzen sind. Daher wird 



Das unbestimmte Integral aber ist 



Dies wird mit Eticksicht auf obige Grenzen 
-^^' + i + r+^^-{l-r) = -{I-r) + i + r + H-r-{i-r) = 4r, 
mithin wird 

Diese Anziehungskraft iit (nachGL l)dieselbe, als ob die Masse M 
der Kugelscbale in ihrem Mittelpunkte vereinigt wäre. Hieraus 
folgt weiter, dass eine Hohltugel von endlicher Wandstärke oder auch eine 
Vollkngel, die ans lanter gleichartjgen Kngelschalen besteht, bezU^ch der 
Anziehungskraft gegen einen ansserhalb befindlichen Massenpunkt ehenso wiitii, 
ab ob die ganze Masse der Hohlkugel oder Kugel in ihrem Mittelpunkte ver- 
einigt wäre. Dabei ist nicht erforderlich, dass die verschiedenen Eugebchalen 
dieselbe Dichte haben, wenn uor jede Schale fllr sich gleichartig an Dichte ist 
Auch ffli die gegenseitige Anziehungskraft zweier Kugeln ergebt sich leicht, 
dasB man die Masse einer jeden in ihrem Mittelpunkte vereinigt ansehen kann. 

Liegt ,der Massenpunkt im Innern der Engelschale -pia 55 

(Fig. 55), so eig^ebt sich fOr die Anziebnng einer 
Zone bei P dieselbe Gleichung 1, daher auch dieselbe 
Gleichnng 2; nur sind jetzt die Grenzen r + 1 und 
r — I als grüsste und kleinste Entfemui^ des Massen- 
pnnktes von der Schale. Die Einsetzung dieser Grenzen 
inGL3giebt: _?I^ + r + I + ^^ - (r-7) 

= r — i + r-l-i — r — i — r + i^Ov 80 dass auch 

K= wird. Die Anziehungskraft einer dünnen, gli 
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1 Massenanziehimg. 
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Eagelscbale gegen einea in ihrem lunereo befindlichen Pnnkt 
ist also Nnll. 

Die Anziehung einer ans gleichartigen dünnen Eugehchaten bestehenden 
Hohlkugel von eadlicher Wandst&Ae auf einen in ihrem Innern gelegenen 
Punkt ist demnach ehenfalls Null. 

Betrachten wir nun die Erde als Engel aus unendlich vielen Schalen 
bestehend, von denen jede tax sich gleichartig ist, so ist ihre Anziehungskraft 
für einen ansBerhatb gelegenen Massenpnnkt m ebenso zu berechnen, als ob 
ihre ganze Masse im Mittelpunkte Tereinigt wSre. Für einen Massenpuakt an 
der Erdoberfläche, d. h. in dem Abstände r (Erdholbmesser) vom Mittelpunkt U 
ist nnn die Anziehnngskraft gleich mg, mithin 
tUvi ^ ^ ^^^^ 

i) kM = gr\ 

Nennen wir aber die An- 
ziehungsbeschleunigung (Fall- 

beschleimigiuig) eines in 
grösserem Abstände x vom 
Erdmittelpunkte befindlichen 
Punktes g^ (Fig. 56), so wird 

kM ^ g^x^, mithin 
5) ff^ : p = r*:aT=. 

Die Darstellnng dieser Gleichong ist eine Kurve B Q , welche, nach beiden 
Seiten verlängert gedacht, sich ähnlich wie eine gleichseitige Hyperbel beiden 
Achsen asymptotisch nähert, jedoch keine SymmetrieachBe hat. (Kämen auf der 
rechten Seite der GL ö die ersten Potenzen statt der Qnadrate vor, so würde 
eine Hyperbel die Darstellung sein.) Fär x^2t nnd 3 r ist j, nur noch 
V» g bezw. V» f. 

FOr die Terändertichkeit der Fallbeschleunigung im Inneres der Erde 
wäre das Gesetz einfach, wenn man annehmen dürfte, dass die Dichte der 
Erde überall gleich sei. unter dieser Voraussetzung würde- man fUr ein 
Massentheilchen im Abstände x von dem Mittelpunkte die Erde zerlegen in 
eine Vollkugel vom Halbmesser x und eine äussere Hohlkugel von der Wand- 
stStke r — X. Letztere würde keine Einwirkung ausüben, erstere aber ebenso 
wirken, als ob ihre Masse in der Mitte vereinigt wäre. Damach wird nach Gl. 4: 




1 M^ die Masse der Engel vom Halbmesser x 
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dargestellt durcli eine in Figp. 5(> gezogene Gerade MB. Die Erde ist aber 
dorchans nicht von Überall gleicher Dichte, yielmehr sind die tieferen Schichten 
bedeutend dichter als die ans belfanntett, in der Nähe der Oberfläche gelegenen. 
Daher ist if^ : Jf > ar* : r* und es wird p^ >■ g '1^. Statt der Geraden XB 
ist daher eine obeibalb derselben liegende Eorre HB der wahre Ausdinck 
des Gesetaes, welcbea wir aber nicbt entwickeln können, da wir das Geseti 
der Veränderlichkeit der Dichte nicbt kennen. 

Nehmen wir nun an, dass die dem Menschen zugänglichen oder 
auch durch Wurf zu erreichendeu Höhen sich um höchstens 10000 ™ 
fiber die mittlere ErdoherflSche erheben, so würde, weil der mittlere 
Erdhalbmesser etwa 6370000 " betragt, für diese Grenze 
o) = 6380000 " betragen, daher nach Gl. 5: 

g^:g= 6.372:638', 
dies ist etwa = 1000 : 1003, d. h. sehr wenig von der Einheit 
abweichend. Nennt man h die HShe eines Punktes über der 
Meeresfläche, so ist 
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{r + A)2 
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Wenn 


man dann 
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gegen 1 


steht annähernd 
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8) 9. = g[i-i^). 

Für die weitaus meisten technischen Anwendungen kann diese Ver- 
änderlichkeit von g^ mit der Höhe vernachlässigt werden. 

Die Erde Übt nnn aber auch auf den Mond eine Anziehungs- 
kraft aus, und die dieser Kraft entsprechende Beschleunigung g 
ergieht sich, da die Entfernung des Mondes von dem Erdmittel- 
punkte etwa 60 Erdhalbmesser ausmacht, zu 

g, = 9 (eöT^) = Vseoo ? = 9,81 : 3600 = 0,oo2J . 

Hörte die Umlaufbewegung des Mondes um die Erde für einen 
Augenblick auf, so würde der Mond eine beschleunigte Fallbewegung 
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nach der Erde hin ausführen; die Beschleonignng würde anfönglich 
nor 0,0027 "/g.» betrafen, würde aber mit der Annäherung an die Erde 
wachsen und sich aUmälilich dem Werthe 9,3i nähern. Dass diese 
Fallbewegung nicht zu Stande Itommt, rührt von der Geschwindig- 
keit des Mondes rechtwinklig zur Richtung der Anziehungskraft her, 
wie weiter unten roch besprochen werden wird. 

Die GL 4 (S, 57) kann anch dazu dienen, die HaSBtntalil Üf itr Erde 
w bestimmen. Ea ist .V = gr^ : k also M = 9,ai- 6370000' ■ 10" : 64 
= 623 ■ 10^' MaseeneinbeiteD. Die Erde hat etwa 1083 ■ 10'* Kubikmeter 
Inhalt; bestände sie aus Wasser (von i" G.}, so würde ihr Uassengehalt 
1083 ■ 10" ■ 1000 : 9,9i = 110 ■ 10" Masseneinheiten. 

Mithin ist die Erde durchschnittlich 622 : HO = 5.« mal dichter als 

FallbescbleanigDD); an der Oberfläche anderer BiamrhkSrper. Die 

Gleichung 4, S. 57, für die Fallbeschleunigung g an der Erdoberfläche 

gilt, ihrer Entwickelung nach, allgemein fUr die Fallbeschleunigung an der Ober- 
fläche eines heliebif^s HimmelskÖrpeis von der Masse M und dem Halbmesser r. 
Qehen J/ imd r in i/^ und r, über, 80 wird 

j, = !U,k: r,* , 
mithin ist das Terhältnis 

g, '^y r^ 

Ist die Masse der Sonne 355 000 mal so gross wie die der Erde, während 
die Halbmesser in dem Verhältnisse 109 : 1 stehen, so wird das Verhältnis 
der FallbeBchlenniguQgen 

g,:g = 355000 : 109* = rund 30 . 
An der Oberfläche der Sonne beträgt also die Fallbeschlennigong nng^efähr 
294,«-^; an der Oberfläche des Mondes etwa nur '/» ■ 9,ii = l,«-^- 

II. Parabolische Bewegung Im Allgemeinen. 

Die alleinige Einwirkung der als gleichbleibend betrachteten Schwere 
bewirkte eine Bewegung des Massenpunktes in einer Parabel, deren Achse 
lothrecht abwärts, d. h. übereinstimmend mit der Kraft, gerichtet, deren Para- 
meter e' C03'a;j betrog. 

Wirken nun auf des Massenpunkt beliebig viele Mg. 57. 

nach Grösse und Richt^mg gleichbleibende Kräfte, so 
können diese zu einer ebenfalls gleichbleibenden Mittel- 
kraft K zusammengesetzt werden. Wählt man die 
Kraftrichtnng dann zur DcgatiTen i/- Richtung, die 
z- Achse rechtwinkhg dazu in der durch IC und die 
Anfai^geschwindigkeit s bestimmten Ebene, so ist wiederum {Fig. 57) e 
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die gleichbleibende Geschwindi^eit t^, während in der y-Bichttmg die ge- 
aaminte Verzdgenuig K : m auftritt. Es entstehen dar&ns die SeitenbewegimgeD 



tt^esinac -^ , und ans beiden 



j, = j,tga 



n Se'cOB't 



Die Verhältnisse sind also gerade so wie bei der Wmfbewegimgj statt 
der lotlitechten Bichtnng hommt aber hier die Richtung der Hittelkiaft, statt 
der FaUbesclileanigimg g der Werth JT ; m in Frage. Es folgt hieraoE : 
Ein Hassenpnnkt bewegt sich unter Emwirlmag gleichbleibender Kräfte in 
einer Parabel, deren Achse mit der Hittelkiaft K aller wirkenden Kräfte 

gleichgerichtet, deren Parameter ^ = ist 



12. Tangential- und Normalbeschleunigung. 

Nach S. 31 ist zu jeder Änderung der Geschwindigkeit, sowohl 
der Grösse, wie der RichtaDg nach, eine Kraft erforderlich. Es 
soll Dan für eine gegebene, ungleichförmige und krummlinige Be- 
wegung die zur Grössen- bezw. zur Richtungsänderung aufzuwendende 
Eraft bestimmt werden. 

In der gegebenen Bahnlinie (Fig 58) bewege sich der Massen- 
pnnkt in einem Augenblicke mit der Geschwindigkeit v, beschreibe 
während des nächsten Zeit- 
theilchens d i das Bahn- Fig. 58. 

tbeilchen PQ, = ds; dann 
hat die Geschwindigkeit 
eine Richtungsänderung um 
den Winkel da erfahren, 
während ihre Grösse v + dv 
geworden sein möge. Trägt 
man dann Ton einem Punkte 

A aas V und v + dv als Strecken auf, so ist deren , 
Differenz BG die Elementarbeschleunigung p dt (vgl. S. 24). Zeichnet 
man noch das bei I> rechtwinklige Dreieck BDC, so ist pdt die 
geometrische Summe von BD und DC. Die wahre Beschleunigung 
P der krummlinigen Bewegung hat die Richtung BC und lässt 
sich zerlegen in eine Seitenbeschleunigung in der Richtung der 
Bewegung, oder der Tangente an die Bahnlinie, die sogenannte 
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Tangentialbeschleanignng p^ and eine dazu rechtwinklige, in die 
Richtang der Nonnalen PO eilende, die 80g. Normalbeschlennigung 
p^. Danadi sind dann BD = p^dt und DC=p^dt die ent- 
sprechenden Elementarbeschleunigangen. Nach der Figur ist aber 
Pfdt = (v+ dv) cos rfo — V oder, weil cos da = 1 zu setzen, 
p^dt = v + dv — v = dv, mitbin 
1) p^ = dv:*it. 

Ferner ist p^dt = {v + dv} sin da oder, weil sin da = da und 
dvda als unendlich klein höherer Ordnung gegen vda zv ver- 
BMiHSasigm, p^dt^vda. Weil aber PQ = d8 = vdt = Qda 
oder da = vdt:Q, so wird vda = v'^dt: q oder 

Q 
Ist die Bahnlinie eine ebene Kurve, so liegen beide Beschleunigungen 
p^ und p^ in der Ebene der Kurve, und Q ist der Krümmungsbalb- 
uiesser. Ist die Bahnlinie aber doppelt gekrümmt, so bestimmen 
die an die beiden unendlich nahen Funkte gezc^enen Tangenten v 
und v\- dv die sog. Krammungsebene; in dieser liegt dann die 
F^ur ABDC, somit auch die Beschleunigungen p, p^ nnd p^. 
ist dann der Schnittpunkt der in der Krammungsebene li^enden 
beiden Normalen PO und Q,0 an die Kurve, der sog. Haupt- 
normalen, deren als gleich zu betrachtende Länge q der erste 
Erümmungshalbmesser genannt wird. 

Die Tangentialbeschleunigung p^=' dv: dt stellt allein die 
Grössenänderung der Geschwindigkeit dar, die Normalbeschleu- 
nigung dagegen, welche mit I : ^, d. h. mit der Krümmung der 
Bahnlinie verhaltnisgleich wächst, vertritt die Bichtungsänderung. 
Die Normalbeschleunigung heisst auch Centripetalbeschleu- 
nignng, weil ihr Sinn stets nach dem ersten Krümmnngsmittel- 
punkte gerichtet ist Die wahre Beschleunigung ist die geometrische 
Summe der beiden berechneten Beschleunigungen, steht somit nach 
Grösse, Richtung und Sinn fest Die Gesammtbeschleunigung p 
kann nur dann mit p^ zusammen, also in die Richtung der Be- 
w^ung fallen, wenn i>„=0, d. h. wenn e = «>, die Bahnlinie 
an der betreffenden Stelle in der Krümmnngsebene ohne Krümmung 
ist Es ftUt p mit p^ zusammen, wenn p^ = dv:dt = 0, d.h. 
wenn die krummlinige Bewegung gleichförmig erfolgt 
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Werden die Beschleunigungen mit der Masse m des Punktes 
multiplicirt, so erhält man die entsprechenden Kräfte. Zar Grössen- 
änderung der Qe^chwindigkeit ist hiernach eine tangential gerichtete 
Kraft K^ = mdv -.dt, ZOT Richtungaäiiderung eine nach dem (ersten) 
Krfimmnngsmittelpankte gerichtete Gentripetalkr»ft K^=mv^:Q 
erforderlich. 

Wirkt auf einen Massenpunkt eine Kraft, die stets normal zur 
Bahnlinie gerichtet ist, so entsteht nur eine M^ormalbeschlennigung, 
also eine gleichförmige krummlinige Bewegung, was übrigens 
auch schon daraus folgt, dass eine Kraft von solcher Sichtung 
keine Arbeit verrichtet, mithin auch keine Änderung des Arbeits- 
vermögens hervorbringen kann. Die Wirkung einer solchen Kraft 
besteht lediglich in einer Richtangsändernng der Geschwindigkeit. 

Beispiel: Astronomücheii Beobachton^n zufolge ist die Bewegung des 
Mondes nm die Erde nabeza eine gleichförmige Bewegung mit der Geschwindig- 
keit V = 1020 "/s, in einem Kreise, dessen Halbmesser etwa 60 Erdbalbmesaeni 
{^eicb ist (rgi S. 58). Die Beschlensignng des Mondes, wem man denselben 
als Massenpnnkt auffasst, besteht daher in einer stets nach dem Mittelpunkte 
der Erde gerichteten Beachleunigong 2-= ^^^^^ ^^^ ^^^ = a,vm -^ . Der 

umstand, dass diese Bescbleunigong nnd die Fallbeschleunigung an der Erd- 
oberfläche eich wie 1 zn 3600 ^^ 1 : 60', mithin umgekehrt wie die Quadrate 
der Abstände von dem Erdmittelpunkte verhalten (s. S. 58), bat Newton zuerst 
veranlasst, die Anziehungskraft zwiscbeu zwei Massenpunkten als umgekehrt 
rerbältnisgleich dem Quadrate ihrer Entfernung anzunehmen, welche Annahme 
dann, nachdem sie sich auch fOr die Planeten als zutreffend erwiesen hatte, 
EU dem allgemeinen Gesetze der Maasenanzlehnng (8. 55) JUhrte. 



13. Gleichgewicht eines Massenpunktes. 

Liefern die auf einen Ma<isenpunkt wirkenden Kräfte eine 
Mittelkraft B = 0, so bewegt sich der Punkt gerade so, als ob gar 
keine Kraft auf ihn wirkte; seine Geachwinigkeit erßhrt dann weder 
nach Grosse noch nach Bichtang eine Änderung, er bewegt sich 
geradlinig und gleichfSrmig, und man sagt, die Kräfte 
halten sich an dem Massenpunkte im Gleichgewichte (vergL 
S. 39). Ein besonderer Fall einer solchen Bew^nng ist der 
Ruhezustand, in welchem nicht allein die Beschleunigung Null 
ist, sondern auch die Geschwindigkeit. 
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Balten beliebig viele Kräfte an einem Massenpankte 
einander das Gleichgewicht, so ist jede derselben der 
Hittelkraft aller übrigen gleich und entgegengesetzt; 
denn sie hebt in diesem Falle jene Mittelkraft auf, somit auch die 
Wirkung aller derjenigen Kräfte, die durch diese Mittelkraft ersetzt 
wurden. 

Sollen 3 Kräfte £, , K-, und K^ an einem Pnnkte im Gleich- 
gewicht sein, 30 muss die Mittelkraft von irgend zweien dieser 
Kräfte dnrch die dritte aufgehoben werden. Da aber (nach S. 38) 
die Mittelkraft zweier Kräfte mit beiden in derselben Ebene liegt, 
so müssen für den Gleichgewichtszustand die Richtungen der 
3 Kräfte in derselben Ebene liegen. Bezeichnet man noch 
die den Kräften gegenüber liegenden Kich- 
tangswinkel mit a^, a^ und Oj (Fig. 59) und ^^' ^^' 

bedenkt, dass nach S. 41 der Streckenzug 
der drei Kräfte ein geschlossenes Dreieck 
bilden muss, so lässt sich aus diesem das 
Verhältnis der drei Kräfte berechnen. Man 
erkennt leicht, dass die Dreiecksninkel ß die 
Nebenwinkel der den Kräften gegenüber 
li^nden Richtungswinkel a sind. Die 
Sinus der Winkel ß sind daher gleich den 
Sinns der entspredienden Winkel ct. Man 
erhält daher ans 

Kl'. Kl'. K3 = m ßi'. sin ßs : sin ^ 
die Gleichung 




K,: Kai Ks 



= sin «1 : sm Og : sm »3 . 

ei an einem Massenpnnkte sich 



Die Grössen 

im Gleichgewichte haltenden Kräften verhalten sich 
wie die Sinus der gegenüber liegenden Richtungs- 
winkel. Aus der Figur folgt sofort; Fallen von den drei 
Kräften zwei in dieselbe Richtungslinie, so muss die 
dritte Kuli sein, wenn sie nicht ebenfalls in derselben 
Geraden liegt 

Beiipfel: Ein UaseeDpankt sei an zwei Fäden AB und AC anfgehangeii 
(^. 60) nnd befinde eich in Bnhe, es sotlen die in den Fäden henschenden 
Spuinkififte S^ und S^ ermittelt werden. 
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D Folge 



Die SpanDkraft der Fäden, die wir einstweilen als gewichüos, aber 
voUkonuDen biegsam nnd nsdehnbar voroussetzeu, fällt mit den Richtungen 
der Fäden znaamuien. Dies Zueammen- 
fallen ist eben der Begriff der Biegsamkeit. 
Durch die Lage der BefestignBgBpimkte B 
und C, Bowie durch die Fadenlängen liegt 
das Dreieck SAC fest Auf den Hossen- 
ponkt wirkt die Schwere tn;; dann mtlsBen 
die Strecken vtp, S, nnd S^ ein geschlossenes 
Dreieck bilden, mithin, weil mi; lothrecht, in 
einer lothrechteu Ebene liegen. Es ist also 
Gleichgewicht nur mäglich, wenn der Massen- 
pnnkt sich in der durch B und C gelegten 
lothrecbten Ebene befindet. (Andernfalls 

wird der Funkt an den Fäden als ein Pendel so Isjige schwingen, bis ii 
Ton Lnft- und anderen Widerständen endlich in lothrechter Ebene Buhe ein- 
tritt.) Schliessen BÄ nnd CA mit der Lothrecbten die spitzen Winkel ß^ und 
ßj ein, so wird aus dem Krafteck 

5, : 5, : mp = sin ß, : sin ft = Bin 0?, + ß^). 
Ist z. B. mg= IQkf, ßi =j9, =45°, so wird aus der Figur 
S, : S, = 10. V'[t = l,mit. 

Za beliebig vielen Kr&ften Ki, Ki, . . . K^, welche nicht in 
derselben Ebene liegen, wurde (auf S. 40) die Mittelkraft in der Form 

R = VjC^ + ¥^+ Z^ geftinden, 
worin JT^XX'coso; Y=ZKwaß; Z=ZKcosy bedeuten. 
Soll nun Gleichgewicht herrschen, so muss B = 0, also auch 
^ + r* + Z^ = werden; da nun die Kräfte, somit auch 
X, Y und Z atets reelle Grössen (wodurch negative Werthe der 
Quadrate ausgeschlossen sind), so moss jeder der Summanden gleich- 
zeitig Null sein, oder es muss stattfinden: 

2'Ä'co8a = 0; 2'Ä'cos^=0; 2'Ä"cos;' = 0. 
Also: An einem Massen punkte halten sich beliebig 
Tiele Kräfte im Gleichgewichte, wenn in Bezug anf ein 
beliebiges rechtwinkliges Achsenkreuz die algebraische 
Summe der bei rechtwinkliger Zerlegung in jede 
Achsenrichtung fallenden Seitenkräfte gleich Null ist. 

Da die Mittelkraft gegebener Kräfte (nach S. 41) auch durch 
die Schlusslinie eines ebenen oder ränmHchen Kraftecks gefunden 
wird, so ist klar, dass die Schlussseite Null werden muss, wenn die 
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Kräfte im Oleicbgewicht sein sollen. Im Oleicbgewicbts- 
Znstande müssen also die Kräfte ein geschlossenes 
Erafteck bilden. 

Li^en die Kräfte in einer gemeinsamen Ebene, so legt man 
zweckmässig ancb die x- and jz-Acbse in diese Ebene. Dann 
werden die Neigungswinkel ;' gegen die a- Achse sämmtlich zu 90" 
nnd Kcosy durchweg NulL Ausserdem wird dann cos y5 == sin a 
und die Gleichgewichts-Bedingungen beschränken sieb auf 

2'X'cosa = und 2'Ä:aina = 0. 
Lie^n die x- und y-Achse bezw. wagerecht und lothrecbt, so sagt 
man anch: Die Summe aller wagerechten Seitenkräfte 
muss I^nll sein und die Summe aller lothr echten 
Seitenkräfte ebenfalls. 

14. Bewegung auf vorgeschriebener Bahn. 

Wirkt auf einen Massenpunkt eine gegebene Kraft K ein, 
80 wird er bei gegebener Anfangsgeschwindigkeit c eine bestimmte 
Bewegung ausführen müssen, die z. B. parabolisch ist, wenn K 
gleichbleibend nach Grösse und Bichtung. 

Ist aber der Punkt nicht TöUig frei, sondern ^- 61- 

in Berührung mit der Oberfläche eines unbeweg- 
lichen festen Körpers (Fig. 61), welcher derartig 
geformt ist, dass er den Massenpunkt verhindert, 
sich so (in der punktirten Bahn) zu bewegen, wie 
es unter alleiniger Wirkung von K geechehen 
mOsste, so übt die feste Oberfläche einen Einfiuss 
auf die Bewegung des Massenpunktes ans, und einen sollen Einflnas 
haben wir (nach S. 31) als eine Kraft aufzufassen, welche als zweite 
Kraft zn K hinzutritt und ihrer QrOsse nach 7on K in gewisser 
Weise abhängig ist. 

Wir benutzen den Erfahmngssatz : Vollkommen glatte 
Körper, die sich ohne ein Bindemittel berühren, kOnnen 
an jeder Berfihrungs stelle nur einen gegenseitigen 
Drnck, dessen Richtung rechtwinklig zar Beröhrungs- 
ebene steht, also einen gegenseitigen Normaldruck, 
auf einander ansüben. Völlig glatte Körper giebt es ft'eilich 
nicht; obiger Satz trifft aber um so mehr zu, je grösser der <3rad 

Ktek, lUchuitk. 5 
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der Gl&tt« wird, nnd umgekehrt. Die bezeichnete Kraft helsst der 
Normalwiderstand der Torgeachriebenen Fläche und wird mit TV 
bezeichnet. 

Noch enger beüchränkt ist die Bew^anj; des Massenpiinktes, 
wenD ihm eine bestimmte Linie als Bahn vorgeschrieben wird, 
z. B. durch eine BChre, welche den als Massenpunkt gedachten 
Körper derartig umschliesst, dass er sich nur längs der Mittellinie 
der B9hre bewegen kann, oder durch einen steifen glatten Draht, 
auf dem der Massenpunkt mittels einer Bohrung geführt wird. 
Beide Vorrichtungen sind geeignet, nach allen Richtungen innerhalb 
einer Kormalebene zur vorgeschriebenen Bahnlinie den Widerstand N 
zu leisten. Diese Kraft N tritt stets mit derjenigen Sichtung und 
Grösse auf, die erforderlich sind, um den Massenpunkt an dem 
Yerlassen der Torgeschriebenen Bahnlinie zu hindern. N ist hier- 
nach eine bedingte oder eine Bedingungskraft. 

Der Normalwiderstand N kann bestimmt werden mit 
Hälfe der Formel für die Centripetalbeschleunignng (S. 61). 

Ein Punkt bewege sich auf der vor- 
geschriebenen ebenen Bahnlinie (Fig. 6'2) von 
A nach £ unter Einwirkung einer gegebenen, 
in der Ebene der Kurve li^enden Kraft K, 
zu der die unbekannte Kraft JV hinzutritt. 
Ob man A^ anfänglich nach innen oder nach 
aussen gerichtet annimmt, ist grundsätzlich 
gleichgültig. Ist das Endergebnis positiv, so 
war der angenommene Sinn richtig, andern- 
falls ist er umzukehren. Schliesst K mit der Normalen den 
Winkel a ein, so zerlegt man K in K sin a {in der Bewegongs- 
richtung) und K cos a rechtwinklig dazu. Dann wird K sin a 
als einzige Tangentialkraft die Tangentialbeschleunigung erzeugen; 
so dass dv : dt = K sin a : m wird. In der Richtung nach dem 
Krfimmungsmittelpunkt ergiebt sich als Qesammtkraft N — K cos a. 
Diese muss die Centripetalbeschleunigung hervorbringen, daher ist 

v"^ N — K coaa , 
1) -^ = — ___. oder 
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Ist ^ SO gerichtet, daaa die Pfeilspitze Yon ^ cos a 
KrQmmnngsmittelpunkte hinweist, so wird 



3) 



^ = 



~ Kcosa 



Bern Anfänger ist dringend zn empfehlen, in jedem Toiüegenden Falle 
dieier Art die Qleichnng 1 fUr die CentripetalbescUetmigong imznsetien und 
darane erst N zu berechnen, nicht aber zu Tersnchen, die Fonneln 2 oder 3 
fttr ff nnmittelbar anznechreiben, weil dabei erfahrai^mässig leicht IrrthUmer 
begangen werden. 

Ist in Gieichang 3 die Seitenkraft Keosa allein schon im 
Stande die Centripetalbeschleunignng zu erzeugen, nämlich 

mv^ „ 

= Ä^eosa. 

& 
80 wird iV"= 0. An einer Stelle der Bahnlinie, für welche dies 
gilt, ist die BChren Landung bezw. der Ffihrungsdraht flberfiüssig. 

Für die Fälle der yorgeschriebenen Bewegung ist der Satz vom 
Arbeitsvermögen besonders Tortheilhaft, weil der nnbekanate Wider- 
stand N keine Arbeit verrichtet, daher auch keinen Einflnss aaf die 
OeschwindigkeitsgrOsse hat. 

Von besonderer Wichtigkeit sind solche Fälle der vorgeschrie- 
benen Bew^ung, bei denen als bewegende Kralt nur die Schwere auf- 
tritt. Denkt man 
sich zwei w^e- 
rechte Ebenen im 
Abstände h von 
einander (Figur 
63), die durch 
beliebig, aber ste- 
tig, gekrümmte 
Röhren als vorge- 
schriebene Bahn- 
linie mit einander 

verbanden sind, so wird ein Massenpunkt, der oben mit einer 
Geschwindigkeit c in eine KOhre geworfen wird, sie unten mit 
der Geschwindigkeit v verlassen, und es gilt, weil nur die Schwere 
Arbeit verrichtet, 

Va mf ^ — '/2 mc^ = mgh oder 

v'^ = c'^ + 2gh, * 
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ganz wie bei der freien Fallbewegung. Ob der Ponkt in freier 
(gerader üder parabolischer) Bahnlinie oder in beliebig geirOmmter 
vorgeschriebener Bahnlinie sich bew^t, ist für die Geachwindigkeits- 
grOsse gleichgaltig. Jedes Mal, wenn er nm h sich gesenkt hat, 
wird das Quadrat der Geschwindigkeit um 2 gh gewachsen sein. 
Bei aufwärts gerichteter Bewegung gilt v^=c^ — 2^A. 



Fig. 64. 



15. Vorgeschriebene Bewegung in wagerechtem Kreise. 

Die vorgeschriebene Bahn, etwa aus einem kreisförmig gebogenen 
Drahte gebildet {Fig. 64), liege in wagerechter Ebene; r sei der 
Halbmesser. Als bewegende Eraft 
wirke die Schwere mtj. Die Be- 
wegnng kann nur eine gleichförmige 
sein, weil die Schwere hier keine 
Arbeit yerrichtet. Für diese Be- 
wegung ist eine Centripetalkraft 
mv'^:r, Ton P nach M gerichtet, 
erforderlich ; folglich muss zu mg 
ein derartiger Normalwiderstand N 
hinzutreten, dass die Mittelkraft beider 
PÄ = m !-'':*• wird. hiPT=mg, 
so wird die Strecke TR das gesuchte 
JV" darstellen. Selbstverständlich ist 

dann N an den Punkt P parallel zu verschieben. N weicht von 
der Lothrechten um einen Winkel a ab, fQr welchen gut 




1) 



?*• 



N kann auch aufgefasst werden als Mittelkraft aus einem von P 
nach M gerichteten Drucke —mv^'.r und einem lothrecht aafwSrta 
gerichteten von der Grösse mg. Nach dem Gesetze der Wechsel- 
wirkung übt der Masaenpnnkt auf die Bahn dieselben Kräfte in 
entgegengesetztem Sinne aus, drQckt also mit der Kraft mv^ir 
nach anssen, mit der Kraft mg lothrecht nach unten. Die Kräfte- 
ßgur PTR liegt stets in einer lothrechten Ebene, länft aber mit 
dem Massenpunkte um und dreht sich dabei um eine Lothrechte 
durch M als Achse. Die Bichtongslinie von N geht dann durch 
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den festen Pankt Q dieser Achse, dessen HOhe h dadurch hestimmt 
ist, dass bei Q der- Winkel a sich wieder findet Es mnss dann 
sein (mit Bäcksicht auf Gleicbang 1): 



2) '•-^- 

Die Kraft N tonnen wir nun, nachdem wir ihre Bedingungen 
erkannt haben, auch noch in anderer Weise ansähen als durch den 
Draht. Wir kennen in Q einen TSllig biegsamen und undehnbaren 
Faden befestigen, diesen in solcher Weise gerade ausspannen, dass 
h nnd r seine Projektionen sind, und bei Pibn mit dem Massenpunkte 
verbinden. Ertheilen wir dann dem Massenpnnkte eine Geschwindigkeit 



3) ir = r|/^ = K^rtga 

in wagerechter Sichtung nnd zugleich rechtwinklig zum ausge- 
spannten Faden, so sind die Bedingungen, welche ursprünglich 
durch den Draht erzwungen wurden, anch mittels dieser Faden- 
aufhängnng erflillt; es wird also der wagerechte Ereis vom Halb- 
messer r gleichmäsaig mit der Geschwindigkeit v durchlaufen werden. 

Der Draht erzwingt auch bei anderer, etwa grösserer, Ge- 
schwindigkeit Vi eine gleichförmige Kreisbewegung, doch wird dann 
tga {nach Gl. 1) grösser. Bei der weniger bestimmten Faden- 
anfhängnng ist aber genau diejenige Geschwindigkeit v erforderlich, 
die Gl. 3 entspricht. Was erfolgt, wenn die abweichende Geschwin- 
digkeit vj dem Punkte ertheill wird, soll weiter unten (S, 90) noch 
erörtert werden. 

Da der Faden eine EegeMäche beschreibt, so heisst diese Vor- 
richtung ein Kegelpendel. Bei einem Umlaufe muss der Punkt 
die Wegeslänge 2 r jr zurücklegen, wozu eine Zeit ( erforderlich 
ist, weldie sich mit Hälfe von 61. 3 zu 

4) (= ' = 2^ 1/ — 

V t ff 

ei^ebi Hiernach ist die Umlaufszeit t eines Kegelpendels nur 
YOn seiner Vertikalprojektion, der Höhe k, abhängig. Mehrere in Q 



.y Google 



70 



Erste AbtheiluDg. Mechanit des Massenpnnktes. 



befestigte E^elpendel gleicher HOlie h (Fig. 6d) werden mithin 
dieselbe Umkurszeit haben. Es rfibrt dies daher,' dass bei gleichem k 
die erforderlichen Geschwindigkeiten v nach Gl. 3 
in gleichem Verhältnisse mit r, also auch mit 
den Wegeslängen eines Umlaufes, wachsen. 
Beispiel: Ist r = 1"-, ft = 1», so rnuas 



^n 



-/.. 



«nteprecbend einer Fallhöhe ' 
Es ist dann die UmlaufEzeit f - 



" gemacht werden. 
- T= 2,01 Sekunden. 




Plg. 66. 



Anstatt durch die Spannkraft eines Fadens kann die Kraft N 
anch durch den Gegendruck einer festen Fläche ausgeübt werden; 
letztere muss an der Stelle der Berührung mit dem Massenpunkte 
rechtwinklig zur Sichtung von N stehen, mithin Ton der W^e- 
rechten um den dnrch Gleichung 1 bestimmten Winkel ahweichea. 
Dieser Bedingung würde genügt werden durch eine EugelSäche 
mit dem Mittelpunkte Q (Fig. 64) 
und dem Halbmesser QP, welche 
der miniittelbarste Ersatz des Fadens 
QP sein würde. Eine Kegelfläche 
mit der Spitze in Qi (Fig. Cti) er- 
ßllt die Bedingung aber ebenfallsT 
sobald ihre Seiten mit der Wage- 
rechten den Winkel a bilden. Soll 
der Massenpunkt in solchem Trichter 
eine wagerechte Kreisbewegung vom 
Halbmesser r ausfuhren, so muss 

ihm eine wagerechte Anfangsgeschwindigkeit rechtwinklig zu MP 
Ton der Grösse v — V^rtga (Gl. 3) ertheilt werden. 

Einer solchen Eegelfläche mCissen anch die Oberkanten der 
beiden Schienen eines Eisenbahngleises angehören, wenn die Mittel- 
linie desselben in einem wagerechten Kreisbogen vom Halbmesser 
r liegt 

Worden die Schienen nämlich in gleicher Höhe liegen (Fig. 67), 
80 könnte die erforderliche Centripetalkraft mv^-.r nur von dem 
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Fig. 67. 



seitlichen G^endrncke H der äusseren Schiene g^en den Spnr- 
\t&m. des Rades geliefert werden. Einer solchen Aufgabe ist aber 
die Schiene hei grösserer Geschwindigkeit, 
wobei H gross wird, nicht gewachsen. 

Heht man nun die äussere Schiene 
um k gegen die innere (Fig. C8), so dass 
die Oberfläche des Schienengleises um a 
gegen die Wagerechte geneigt ist, so leistet 
das Gleis einen Normalwiderstand N, der 
um a von der Lothr echten abweicht und 
mit dem Gewicht mg die nCthige Centri- 
petalkraft mv'^-.r liefert. Ein Seiteudruck 
der Schienen gegen die Spurkränze tritt 
nun nicht ein, wenn die Geschwindigkeit v 
dem Winkel a entspricht, d. h. wenn 
V = vg riga ist. 




Ist h die Entfernung der beiden Schienen eines Gleises (Fig. 68), 
so beträgt die erforderliche Überhöhung der äusseren Kurven- 
schiene 

Fig. 68. 
A = 6 sin a, wobei tg a = - — . 



In den Yorkommenden Fällen der An- 
wendung ist a stets so klein, dass 
sin a = tg a gesetzt werden kann, so dass 



5) 



h = b- 



wird. 




Beispiel : Für eine EiBenbahnknrve yod 600 " Halbmesaer, 6 = 1,»'» 
Sehienesentfernimg ergiebt sich fQr 30 « sekundL GescliwiiidigVeit 

1^B= ^"* =0,om; a = 3»54'; Bin o = 0,om; )k = l,i • 0,mi=0,im". 



Diese Formel ist heim Eisenbahnbau lange benutzt worden; 
in neuerer Zeit hat man statt ihrer eine einfache Erfahrungsformel 
gewählt, was darin seine BegrQndung findet, dass die Schienen- 
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Überhöhung nicht allein dem hier besprochenen Zwecke dienen, 
sondern zugleich noch andere Verhältnisse berück- 
sichtigen mnss. Pig- 69- 

Bciapiel: Auf demselben Grunde bemht die Notb- 
wendigkeit der Schrfigstellimg eines Kunstreiters (Fip. €9), 
welcher, auf dem Pferde stehend oder sitzend, im Kreise 
vom HalbmesBer r mit einer Geschwindigkeit v sich bc- 



iregt Pol r 



5«, u = 3>»/^ wird tga 



-=.0,,. 




Wächst aber die Geschwindigkeit auf 



Hg- I 



16. Vorgeschriebene Bewegung in lothrechtem 
Halbkreise. 

BPC (T"ig. 70) sei eine nach einem Halbkreise vom Halb- 
messer r gebogene ROhre in lothrechter Ebene. Bei B schliesse 
sich eine ROhre A B von beliebiger 
Form an; A liege nm h über dem 
Fonkte C. Lässt man nun bei A 
einen Massenpankt mit der Ge- 
schwindigkeit Null in die Röhre 
gelangen und gleitet er darin (hne 
Reibung und ohne Klemmen, so 
tritt er bei B mit einer Geschwin- 
digkeit Vm^ = V2ff {h + -2 r) in den 
Halbkreis, weil er von A bis B die 
Höhe A + 2 r durchsunken hat Von 
B aus aufwärts steigend, verliert er 
an Geschwindigkeit, und zwar ist 

diese an einer beliebigen Stelle P (bestimmt durch den Winkel a) 
noch v = V2g(h + 1/)= \''''2ff{h + r — rcoso). Der Normal- 
widerstand der Röhre sei N {nach innen gerichtet); dann zerlegt 
sich mp in my sin a {tangential und verzögernd) und mff cos a 
N + mff 6 




(centripetal). Es wird — = 



, mithin 



{•ih , 
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Für a = (Pnnkt C) wird C03 a möglichst gross, nämlich : 
daher N möglichst klein, nämlich 

/•2 h 



JV«i„ = 



-1 



far a = JT (Ponkt B) wird cos a möglichst klein, nämlich = — 1, 
nnd N möglichst gross, nämlich 



N«, 



2 k 



+ 5, 



Fig. 71. 



Im Allgemeinen kann N positiv oder negativ werden. Ein positives 
JV bedeutet einen nach innen gerichteten Widerstand, der von der 
äusseren Wand der Röhre zu leisten ist, und umgekehrt tiberall 
wo iV>0, muss die äussere Wandung wirken; gegen diese legt 
sich der Massenpunkt, während die innere Wand überflüssig ist 
Soll an allen Stellen iV^O sein, so muss nach ül. 2 h>'/ir sein. 
In diesem Falle ist, statt einer völligen Köhre, eine einfache Sinne 
oder ein änsserer Cylindermantel hinreichend, welcher den Massen- 
punkt hindert, sich von der Kreisbahn tangential nach aussen hin 
zu entfernen. 

Beispiel : Ein stets positives N, welches den Punkt nur hindert, nach 
aussen aus der Torgeechriebenen Bahn hinauszutreten, kann durch einen ein- 
fachen Faden geleistet werden. Damit .V auch an der höchsten Stelle noch 
>■ bleibe, möge etwa A ^ r gemacht 
werden. Dann benutzt man einen Faden 
Ton der Länge 3 r (Fig. 71) und befestigt 
diesen in D. Der Faden wird in der 
läge DA wagerecht ansgeatreckt ; lässt 
man nun den Massenponkt los, so be- 
schreibt er den Viertelkreis AB. In Jf 
muss nun ein vorstehender dünner Stift 
sich befinden, damit die oberen zwei 
Drittel der Fadenlänge in der Lage DM 
zur Rnhe kommen, das untere Drittel r 
des Fadens aber sich um M drehe nnd 
den Punkt lur Bewegung BC zwinge. 
Ist der Massenpunkt unmittelbar rechts 

von B, so wird die Fadenspannkraft iV„„j = mg (2 + 5) =^ 7 mn, d. h. 7 mal 
so gross, als wenn der Punkt mhend an dem Faden hinge. Bei der Bewegong 
nach C hin vermindert sich die Spannkraft auf JV„,„ ^ m p (2 — 1) =^ mj, 
D«r Massenpnnkt wird sich, nachdem er C erreicht hat, in dem Kreise weiter 
bewegen {symmetrisch zu CB), und es würde sich der Faden allmählich auf 
den StJft bei M aufwickeln. Wenn man aber in dem Augenblicke, wo der 
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Fig. 72. 



MasBenpviikt znin ersteo Male wieder in B angelaogt ist, den Stift Jtf entfernt 
oder den Faden vom Stifte abechiebt, so wird der Massenpnnbt Bjmmetrisch 
i\i BÄ einen Viert^lkreis toid Halbmesser 3 r beBchraiben nnd auf der rechten 
Seite aicb bis lu der Höhe des Ponfctes A wieder erheben. 

Liegt (Fig. 72) der Änfai^pnnfct A der Bewegung in gleicher 
Höhe mit C, ist die Überhöhung A = 0, so wird nach Gl. 1 (S. 72) 

y = mff (2 — 3 cos a); 

AUm = mg ■ b\ Nmin = — '>ng ■ 

Mithin wird im oberen Theile des Kreises iV negativ, nach aussen 

gerichtet, d. h der Massenpunkt drückt gegen dia innere Wandung 

der Bohre. Der Übergang aus dem 

Positiven ins Negative erfolgt bei 

cosa = 73;a= 48»; hier ist iV = 0. 

Diese Stelle P ist am einfachsten durch 

Zeichnung zu finden; man theile MG 

in 3 gleiche Theile nnd ziehe dnrcb 

den oberen Theilpunkt eine W^ereehte, 

80 bestimmt diese den Punkt P. 

Unterhalb desselben ist ein äusserer, 

oberhalb ein innerer Mantel erforderlich. 

Diese Betrachtungen finden auch auf einen solchen Fall theil- 
weise Anwendung, wo nur ein innerer Mantel vorbanden ist (F%. 73), 
auf welchem der Massenpunkt gleitet Man denke sich einen ruhig 
liegenden cylinderischen Körper (Dampf- „. -„ 

kessel, Strassen walze, dicker Baum- ^ 

stamm oder dgl), auf dessen höchster 
Stelle wir einen Massenpunkt ruhen 
lassen. Bringt man ihn durch einen 
genügend schwachen Änstoss in He- 
wegung, so wird er beschleunigt abwärts 
gleiten. Der ^nstoss soll so gering 
sein, dass die Anfangsgeschwindigkeit 
bei C annähernd = Null gesetzt werden 
kann. An einer Stelle P ist dann die 

Geschwind^keit v = 1 -1 gy ^ 1 2 g {r — r cos a) . Der Normal- 
widerstand -V kann unter den vorliegenden Umständen nur nach 
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aussea gerichtet auftreten. Daher muss jetzt ~ = ^^ , 

mithin N = mg cos a = m^ (3 COS a — 2) Bein, För 

cos a B3 s/a oder o = 48" wird wiedemm iV = 0; an dieser 
Stelle drückt der Funkt nicht mehr gegen den cylindrischen EOrper. 
Pfir a > 48 " oder eo9 a <: ^/a müsste zur Fortsetzung der kreis- 
förmigen Bewegung ein nach innen gerichteter Drack N auftreten; 
dii dieser aber nicht geleistet werden kann, so wird der Funkt von 
dieser Stelle an {a = 48") der kreisförmigen Bahnlinie nicht mehr 
folgen, ea wird der Normalwideratand zu wirken aufhören and der 
Punkt sich unter alleiniger Einwirkung der Schwere parabolisch 
weiter bew^en, sich also von dem walzenf5rmigen Körper trennen. 
Es soll die weitere Bewegung untersucht und namentlich festgestellt 
werden, wann und wo der Punkt bei E den Boden erreicht 

Die Geschwindigkeit, mit der diese Bewegung im Punkte D 
beginnt, ist « = Y2 g '/s r mit den Seitengeschwindigkeiten 

c cos a = ^3 I^Va gr = V^/n gr = 1,7 V7 

c sina = V 1— */» ^-/^ gr = K'VäJ^r = 1,9 Vr. 
Nach t Sekunden ist (von D als Anfangspunkt gerechnet) 

X = te cosa = t V^jii gr 

y = tcäna-\-yigt^ = t V^'»/2T gr + ^hgt^. 
Fflr den Endpunkt E gilt j», = '/s f oder 

3,, = V3 r = ty V^fr + Vi gh^- 
Daraus erhält man 



und hiermit Xi = ( 10— I^Tö)T/^^ 57 ?^ = O.Tier. 

Der Abstand des Endpunktes E von der Lotbrechten CJIf wird dann 
r l^Vfl + jC| = l,«r. 
Der vorgeschriebenen kreisförmigen Bew^ung und der freien 
parabolischen Bewegung entsprechen im Punkte D dieselben Kräfte. 
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Daraus folgt, dass Parabel und Kreis an der Stelle D nicht allein 
den Punkt D nnd die BerQhrangsgerade gemein haben, sondern 
dass hei D auch der Erflmmungshalbmesser q der Parabel gleich 
demjenigen der Kreislinie, nämlich q = r sein mnss. Berechnet 
man nach den Formeln der Differentialrechnung und der analytischen 
Geometrie den Krümmangshalbmesser der parabolischen Sahn- 
linie DB und setzt in der betreffenden Formel a: = {Punkt i>), 
30 ergieht sich auch thatsächlich q = v. 

In ähnlicher Welse würde, wenn in Fig. 72 zwischen P nnd C die innere 
BöhrenwftaduDg fehlte, der Massenpunkt bei P in eine parabolische Bewegung 
übergehen, die sich nicht bis zur Höhe des Punktes C erheben wörde. 

17. Einfaches (mathematisches) Pendei. 

Wiederum mOge ein Massenpunkt anf einem kreisförmig ge- 
bogenen Drahte in lothrechter Ebene unter Einwirkung der Schwere 
sieh bewegen , jedoch möge der 
höchste Punkt, wo die Geschwindig- 
keit Null ist, im unteren Halbkreise 
liegen (Fig. 74). Der Halbmesser 
des Kreisbogens sei /. Die Anfangs- 
lage A sei durch den Winkel a, 
eine beliebige Zwischenlage P durch 
den Winkel d bezeichnet. Der 
Massenpunkt wird an der Stelle B, 
der mit A in gleicher Höhe li^t, 
wieder die Geschwindigkeit Null 
haben, wird nach Ä zurückgehen und den Bogen AB und BA 
fortgesetzt durchlaufen, symmetrisch zur tiefeten Lage G. Solche 
Bew^ung heisst Schwingung. In der beliebigen Lage P ist die 
Geschwindigkeit 



Hg. 74. 




1) 



g l {cos d — cos a) . 



Es moss also nach GL 1, S. 66 sein: 
— =: 2 ^ (cos ^ — cos a) = 



^ ■ oder 



2) N = mff (3 cos ö — 2 cos a) . 

Da & und a beide kleiner als '/-i ji sind, so wird für ö = 
JV^n = "i? cos o , lür ö = aber N^ax = "i-ff (3 — 2 cos a) . 



.y Google 



17. Einfaches (mathematiBChes} Pendel. 77 

För a = 48« nnd cos a = Va wird z. B. N^u, = Vi mffi 

Da N stets positiv ist, kann es durch die Spannkraft eines 
in O befestigten Fadens, an dem der Massenpunkt hängt, geleistet 
werden. In dieser Form heisst die Vorrichtung ein Pendel, u. zw. 
ein einfaches oder mathematisches, wenn man -die Masse des Fadens 
vernachlässigt und einen einfachen Massenpunkt annimmt Ein 
wirkliches (physisches) Pendel mit Rücksicht auf die körperliche 
Ausdehnung wird später untei'sucht werden. Betrachten wir die 
Bewegnng von A ans, so ist die WegesUi^e in t Zeiteinheiten 
g = AP=l(a — -d). daher 

de — —Id^ = vdt= dt V2 ff l (cos ■& — cos a); 
hieraus folgt 

Id^ Idd nfl d^ 



-yi 



K2(cosi? — cos a) ' 

Dies ist die Zeit fSr die Zunahme de? Winkels ■& um d-d. 
Wird nun in der Zeit t der Bogen AP zorackgelegt, so muss 

3) . .- . " 



] W 



1/2 (cosö — cosa) 



Für i = ist nlmlich tf = o, (Ör f = ( aber d = ö. Die 
Integration läsat sich in geschlossener Form nur ausfahren, wenn 
man sich mit einer Annäherung begnügt, indem man nur kleine 
Winkel a berücksichtigt. Es ist cos i> = 1 — 2 sin ^(Vs tf), und 
wenn man den Sinus von '/s ^ mit dem Bogen '/ä ^ vertauscht, 

C09 1?=l— 2('/4tf^= 1 — '/2tf2. 

ebenso cos a = 1 — V* «^i mithin 2 (cos ö — cos a) = a* — d*. 
Also, wenn man noch in QI. 3 die Orenzen vertauscht und daher 
gleichzeitig das Zeichen — durch + ersetzt. 



VT 



= 1/ — I arc sin — I 



Dies giebt aber 
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und weil arc sin 1 = '/j jt ist, 

'/i n — arc sin — [ . 

Dies ist die Zeit zam Darchlanfen des Bogens AP. 

Um zD ermessen, vpe gross der Felder der Annäherung ist, nehme man 
(9 ^ 5 ° an, dann ist cos ^ = cos 5 * = 0,MtiM. Es üt aber & =^ arc 5 * 

= _-- =3 OjMisM, daher 1 — '/' *' ^ 0,»»«im; es kommt also erst in der 
6^*o Decimale eine Abweichung vor. 

Die Daner der Schwingung yon A nach B ist offenbw doppelt 
so gross wie die von A nach C (für i? == 0). mithin wird die 
Dauer ^ einer einfachen Schwingung von A nach B 



,,=.yi: (./=.)=./!, 



was man auch erhält, wenn man zwischen den Grenzen — a und 
+ a integrirt Es ist fßr Meter und Sekunden und für 

ff = 9,81: —r:r. = 1,003, mithin 

Va 

ti = 1,003 k/ oder annähernd (^ = yl. 
Für ^=1" wird (, = 1,003 Sekunden, oder ein Pendel von 
1 " Länge macht in der Stunde 3589 einfache Schwingungen. 

<i <= 1 giebt Z = -^ = 0,994 " als Länge des Seknndenpendels. 

Da die Länge des SekundenpendelB mit g Terhältmegleich ist, BO muss 
diese Länge an der Oberflache der Sonne bezw. des Uondes (nach S. 59) 30 
bezw. V* ^MJil so lang sein. 

Man kann die Gleichung 4 auch schreiben ^ = /—j-, kann also 

mit Hälfe von Pendelschwingungen aus der gemessenen Pendel- 
länge l und der beobachteten Dauer t einer Schwingung die 
Fallbeschleunigung an der betreffenden Stelle der £rde berechnen. 

18. Scheinbare (relative) Bewegung eines Massenpunktes 
in Bezug auf einen fortschreitenden Raum. 

Die Bewegung eines körperlichen Gebildes, eines Baumes heisst 
fortschreitend, wenn alle Tbeile desselben stets parallel ihrer 
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An&ngslage bleiben (Fig. 75); hiermit ist nothwendig verknüpft, 
dass dann alle Punkte des EOrpers völlig übereinstimmende, nur 
parallel gegen einander „. _. 

verschobene Bahnlinien 
Ai Aj A3 und Si B2 B3 

beschreiben, daher 
in einem bestimmten 

Augenblicke völlig 
übereinstimmende Ge- 
schwindigkeiten haben. 
Die Bahnlinien brauchen dabei nicht geradlinig zu sein. Solche 
fortschreitenden Bewegungen werden auch Yerschlebungen 
genannt, während man eine beliebige Bewegung, bei welcher der 
ESrper der Anfangslage nicht parallel bleibt, als Yerrückung 
bezeichnet. 

Verschiebungen mit geraden Bahnlinien kommen sehr hflufig 
vor; ein Eisenbahnwagen, ein Schiff führt solche auf geraden Strecken 
ans. Wenn aber der Wagen oder das Schiff einen ki'ummlinigea 
Weg beschreibt, so erfahrt der Eisenbahnwagen stets, das Schiff 
meistens eine Veränderung seiner Richtung, d. h. nicht mehr eine 
einfache Verschiebung, Eine parallele Verschiebung des Raumes 
wird im Folgenden angenommen. 

Wenn nun ein Massenpunkt wahrend der Zeit t eine Bahnlinie 
AB (Fig. 76) beschreibt, diese Bahnlinie aber einem sich ver- 
schiebenden Räume angehört und daher der Punkt A gleichzeitig 
in dem Zeiträume ( die Strecke AC zurücklegt, so wird nach S. 17 
die wahre Bewegung des Funkies gefunden, indem man aas AB und 
AC ein Parallelogramm zeichnet, dessen vierter Eckpunkt D dann 
der wahre Ort des Punktes ist. Die' Bewegung AB in dem fort- 
schreitenden Räume beisst die scheinbare Bewegung des Punktes, 
weil ein in dem Räume befindlicher Beobachter, der die Bewegung 
des Raumes mitmacht, nur diese Bewegung wahrnimmt, oder die 
relative Bewegung in Bezug auf den Raum. Alle Bew^nngen, 
die die Fahrgäste eines fahrenden Eisenbahnwagens in demselben 
ausfahren, sind solche scheinbaren Bew^ungen. Die wahre oder 
absolute Bewegung AI> ist die Resultirende ans beiden Seiten- 
bewegungen. 



.y Google 



80 Erste Äbtheilung. Mechanik des MaaseDpuuktes. 

Häafig liegt die Aufgabe vor, aus der wahren Bewegung 
AD und der Verschiebung des Raumea AC die scheinbare Be- 
wegung AB Ta bestimmen. Dies kann nach den früheren Begeln 
(S. 27) geschehen, indem man die wahre Be- _. 

wegung A D zerlegt in die eine Seitenbewegnng 
AG (des Raumea) nnd die gesuchte scheinbare 
Bewegung AB., nämlich zu den drei Eck- 
punkten A, C und D den vierten Eckpunkt 
des Parallelogrammes sucht. För die An- ;' ,/ 
Wendung ist es aber häufig vortheilhafter, das / ^■■'' 
Verfahren so einzurichten, dass die gesuchte ^'' 
Bewegung ^B nicht als geometrische Differenz, * 
sondern als geometrische Summe erscheint, d. h. das Parallelogramm 
60 anzuordnen, dass B dem Punkte A diagonal gegenüber li^l 
Dies geschieht, indem man die Verschiebung AC des Baumes in 
entg^engesetztem Sinne als ACi aufträgt und aas ^i> und AGi 
ein Parallelogramm zeichnet, in dem dann B der vierte Eckpunkt 
des Parallelogramms wird. Ob die Bewegungen AB, AC and 
AI> geradlinig sind oder nicht, ist fiir das Verfahren der Zu- 
Zusammensetzung und Zerlegung (wie S. 26 gezeigt wurde) völlig 
gleichgültig. Bei den Bewegungen kommt es nur auf die Orte 
nach t Zeiteinheiten an, welche man für die Konstruktion dnrch 
Qerade verbinden kann. Dabei ist wieder nicht das ganze Parallelo- 
gramm erforderlich; vielmehr genügt es, der Strecke AD der 
wahren Bewegung die Strecke DB als Entgegengesetztes der Ver- 
schiebung des Raumes anzufügen, um in der Schlussstrecke AB 
die scheinbare Bewegung zu erhalten. Wie früher gezeigt, gelten 
für die Geschwindigkeiten und Beschleunigungen dieselben Gesetze 
wie für die Bewegungen; daher haben wir die Sät^e: 

Die scheinbare Bewegung in einem fortschreiten- 
den Räume ist die geometrische Summe aus der 
wahren Bewegung und dem Entgegengesetzten der 
Bewegung des Raumes. Die Geschwindigkeit bezw. 
Beschleunigung der scheinbaren Bewegung ist die 
geometrische Summe aus der wahren Geschwindigkeit 
bezw. Beschleunigung und dem Entgegengesetzten 
der Geschwindigkeit bezw. Beschleunigung des 
Raumes. 
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Beispiel 1: Ein Schiff bewege sich gleicbförmig, geradlinig fortschreitend 
mit der (JeBcb windigkeit u nach rechte [Fig. 77). Vom Ufer ans werde ein 
Stein in der Kichtimg A über das Verdeck hinweg geworfen. Von der Wnrf- 
bewegoDg wollen wir nnr die geradlinige 
gleichförmige Seitenbewegong im Gnind- 
risse berücksichtigen, die mit der wahren 
Geschwindigkeit v erfolgen möge. Ein 
anf dem Schiffe mitfahrender Beobachter 
erblickt nicht die wahre Bewegimg, son- 
dern nnr die scheinbare, deren Geschwin- 
digkeit w wir erhalten, indem wir in .1 /' \ 
die Strecke v ^ AD aiiftr^en mid ^ 
DB = u, aber nicht nach rechts, son- 
dern mit entgegengesetztem Sinne, anffigen, dann ist AB die geometaische 
Snmme von v und — u, d. h. die gesuchte scheinbare Geschwindigkeit lo. In 
dieser lächtong AB wird der Stein Ober das Schiff hinwegstreichen, als ob 
der Wurf etwa von einem Ursprouge 0, herröhrte. Ist der Stein Tielleicht ein 
StQck Kreide, so wird er die Bahnlinie AB selbstthStig aufzeichnen können. 
' Als Probe der Richtigkeit dient die Betrachtung, dass die Qeschwind^eit u, 
Terbonden mit der wirklichen Qeschwindi^eit SD ^ + u des Schiffes, als 
geometrische Summe wieder die wahre Geschwindigkeit AD = v des Steines 
liefert Ist das Verdeck vielleicht mit Tonnen, Ballen u. deigl. besetzt, so 
wird die Bewegung des Steines Qber dasselbe sich ungehindert nur dami ent' 
wickeln können, wenn länge A B zuMlig eine Oasae frei geblieben ist. Diese 
Gasse ist dann gewissermafsen ein Kanal, eine Röhre, in welcher das fahrende 
Schiff den Stein so auffängt, dass er, ohne seitlich gestört zn werden, Aber das 
Verdeck hinweggleiten kann, 

Beispiel 8: Nach dem Vorstehenden sind die Bedingoi^n zu beortheflen, 

nnter denen ein Fiistem in der Mitte des Gesichtsfeldes eines Fernrohres 
erecheinen kann. Es findet dies statt, wenn der von dem 
Sterne ausgehende Lichtstrahl sich in der lüchtnng der 
Mittellinie des Rohres fortpflanzt Stände nun die Erde mit °^ »^ 

dem Femrohre fest, so müsste das Rohr genau in die Richtung 
nach dem Sterne gestellt werden. Da aber die Erde mit dem 
Femrohre eine Bewegung um die Sonne ausführt, so kommt 
die scheinbare Bewegung des Lichtes in Bezug auf die fort- 
schreitende Erde in Frage. Ist (Fig. 78) u die Geschwindig- 
keit der fortschreitenden Erde und ist die Richtung nach dem 
in betrachtenden Sterne rechtwinklig zu u, so hat man an 
die Geschirindigkeit des Lichts v^ AB, das Entgegengesetzte 
BC der Geschwindigkeit u der Erde anzntr^en, um in JC " -h 
die scheinbare Geschwindigkeit tc des Uchts gegen das Fern- 
rohr zn erhalten. Diese Richtung AC moss das Rohr haben, damit der vom 
Sterne 5 ausgehende Strahl das Femrohr ungehindert durchlaufen ksmi, damit 
also der Stern <S in der Mitte des Gesichtsfeldes erscheine. Da mau nnn ge- 



Fig. 78. 
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wohnt ist, eiiien im Fernrohre eiblickt«n Gegenstand aJs in der Richtung des 
Fernrohres befindlich anzunehmen, so vennothet man S vielleicht an die Stelle S, ' 
Der Wmkel ^, um den die scheinbare Richtung des Sternes von der wahren 
abweicht, heisst die Aberration des Lichtes. Die sekundl. Oeachwindig- 
keit der Erde betrügt 29,1 1"°, die des IJchtes 311400^", daher ist 

tgf>=^29,i : 311400 = 1 : 10485. 
Dieser Tangente entspricht ein Winkel von etwa 20''. 

Beispiel 3: Abschreiten eines vorüber fahrenden Baum stamm es. 
Sieht man einen Baumstamm langBam und gleichmässig auf einer Strasse fahren, 
so kann man dessen Länge durch Abschreiten schätzen, indem man den Stamm 
ein Hai, ihn überholend, in der Fahrtrichtung abschreitet, ein zweites Mal 
gegen die Fahrtrichtong schreit«t und für beide Fälle die Schritte zalilt Es 
empfiehlt sich hierbei, die Zeit eines Schrittes als Zeiteinheit in wählen, dann 
ist die SchrittlSuge zugleich die Geschwindigkeit v des Schreitenden. Mit u 
werde diejenige Strecke bezeichnet, welche der Stamm während eines Schrittes 
inrücklegt. Beim Überholen ist die scheinbare Geschwindi^eit des Schreiten- 
den gegen den Stamm offenbar v — u. Ist nun t die Anzahl der Schritte 
beim Übeiholen, so muss die Länge l des Stammes betragen I ^ (n — w) t. ' 
Beim Entgegenschreiten wird die scheinbare Geschwindigkeit w + «, daher 
1 ^ (t> + u) (, , wenn t, die entsprechende Schrittzahl. Ans diesen beiden 
Oleichongen können u nnd I ermittelt werden, nfimlich zu 

Der Schreitende mache in jeder Seknnde 2 Schritte von je 0,g ■>. Zorn über* 
holen des Stammes gebrauche er t ^ 100 Schritte, zom Kreuzen nur (, =a 30 

Schritte, dann ist — = ip^ = -^i während eines Schrittes von 0,> " 1^ 

mithin der Baumstamm die Strecke h = 0,s ■ ~ ^ 0,ua "i zurück. Die Länge 

des Stammes beträgt / = 0,. • ■^— ^^j — = 26,.t ■» . 

Fährt der Stamm schneller, als der Wanderer schreitet, so ist letzterer 
nicht im Stande, den Stamm schreitend zu überholen, lässt sich vielmehr von 
dem Stamme während der Dauer von e Schritten Überholen, kehrt dann laufend 
an das Vorderende des Stammes zurück nnd lässt ihn in entgegengesetzter 
Richtung während der Dauer von (, Schritten an sich vorbeifehren. In diesem 
Falle wird leicht gefunden: 

T = 7^' ' = " VC-«.)" 

Es sei jetzt i/^O,?»!"! ( = 300, t^ =20; dann wird " = ^ = — , mithin 
„ = 0,8.1»; 1 = 
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Bcigpi«] 4: £m Stein werde mit det geringen Gescbwindiglfeit « = 10-^ 
gegen einen mit 30— fahrenden Eisenbahnzng geworfen; dann ist die echnii- 
bare Gesciinindigkeit des Steines gegen den Zng 

„ = l/lO>-f 20' = 10 VJ= 22,M'v- 

Wese Geschwindigkeit ist mafegebend fUr die Wirkung des Wurfes gegen 
«inen etwa getroffenen Falirgast, a. zw. ist das hierfür in Frage kommende 
Atbeitsv ermögen '/% m tu' =^ '/' " ■ 10' - 5, d. h. das 5fache der von dem 
Werfenden geleisteten Arbeit '/' m v' ^= '/> m' ■ 10^ (S. 53). 

In noch viel höherem Grade aber vervielfacht sich die Wirkong, wenn 
2 Zfige mit je 20 — an einander Torbeifahren und der Stein ans einem Zuge 
gegen den anderen geworfen wird. Dann ist die wahre Geschwindigkeit des 
Steines die geometrische Somme ans der Seitengeschwindigkeit « ^ 10 — , 
welche der eine Fahrgast dem Steine ertheilt hat, und der Geschw. 20 ~ des 
ersten Zuges, d. h. v = Vw> + 20" = 10 V^== 22,mi-2.. 

Diesem v ist nnn noch, wenn der zweite Zi^ 
nach links föhrt (Fignr 79), dessen Geschwindig- 
keit 30 — na«h rechts hinznznffigen. Dann wird w 
offenbar die Hypotenuse eines Dreiecks, dessen eine 
Xathete 10, dessen andere aber 20 + 20 ^= 40 be- 
trägt, also 
u' = l/l0'-l-40» = 10]/l -fl6 = 10l/i7 = 4l,aa. 

Der in dem zweiten Zuge befindliche, etwa getroffene Fahrgast verspürt 
also eine Wurfwirkung von der Grösse '/i in w" = V» "> 10' - 17, d- h. durch 
die Bewegung der beiden Eisenbahnzttge ist die Stosswirknng auf das ITfache 
gewachsen, gegenüber dem Falle, wo der Stein aus einem stiUstehenden 
Zage auf einen ebenfalls stillste henden Zog geworfen würde. Die Geschwindig- 
keit von 10^ entspricht einer Fallhöhe von nur 100 ■ O.oti = 5,i ■"; ein 
Wnrf mit solcher Geschwindigkeit ist daher als verhältnismässig harmlos zu 
bezeichnen. 41,>9 — entsprechen aber einer Fallhohe von IT • 5,i ^ 86,1 ■» , 
also einer Thunnhöbe. 

Beispi«] 6: Fallt von einer über die Eisenbahn führenden Brücke ein Stern 
lothrecht herab, so ist dessen wahre Bewegung eine lothrechte, gleicbiormig 
beschleunigte mit der Anfangsgeschwindigkeit Null. In Bezug auf einen vorbei- 
fahrenden Zug aber wird die scheinbare Bewegung eine parabolische Wurf- 
bewegnng, deren wagerechte Seitengeschwindigkeit das Entgegengesetzte der 
Geschwindigkeit des Eisenbahnzuges ist Diese parabolische Bahnlinie wird ein 
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im Zage fahrender Beobachter wahmebnien. Äbnlicfa ist es ancb mit Begen' 
tropfen, die, lothrecht fallend, einen Zng treffen. Die Sporen derselben an 
den Fenstern und Wänden der Wagen werden von der Lothrechten abwichen. — 
Xann man, Kopf oder Hand ans einem Eisenbalmznge hinaiu haltend, keinen 
Luftzug wahmehmeu, BO moaa die umgebende Luft die gleiche Bewegung wie 
der Zug haben, ea mass also ein in der Fahrrichtung wehender Sturm herrschen. 

Mapi«] 6: Stellung der Windfahne anf einem Schiffe. Eine 
leicht bewegliche Windfahne, deren Stange mht, wird durch die Lufthewegnng 
in die Richtung des Windes gestellt Ist die Stange aber nicht in Ruhe, so 
kommt für die Stellung der Fahne die scheinbare oder relative Qeschwiudigkeit 
der Lnft in Bezi^ auf die Fahnenstange in Frage. Bewegt sich ein Schiff 
mit 5 — nnd weht rechtwinklig dazu ein Wind von gleicher Geschwindigkeit 
(Kg. 80), so ist die echeinbare Geschwin- 
digkeit tu ^ 5 ^^2 ond nm 45 " geneigt 
gegen die wahre Windrichtung. In der 
Richtung Ton vi wird die Fahne sich ein- 
stellen. Hau kann daher auf einem 
fahrenden Schiffe ans der Richtung der 
Windfahne nicht ohne Weiteres auf die 



c^ 



-^:^ 



Windrichtung schliessen. Bei einem ent- \ T'iP''jg 

gegengesetzt fahrenden Schiffe würde die - :^ 

Abweichung nach der andern Seite er- 
folgen, und nnter den bezüglich der Geschwindigkeiten gemachten Annahmen 
würdeil die Fahnen auf den beiden sich begegnenden Schiffen rechtwinklig zu 
eiaandet stehen. 

Beselileiiiiignng der seheinbaMn Bewegung. Ist q die vahre 
Beschlennignng eines Punktes (Fig. 81), so ei^iebt sich die scheinbare 
Beschleunigung r als geometrische Summe 
Ton q und dem Entgegengesetaten der Be- pj, 8i_ 

schleunigung p des betreffenden Raumes. 

Die wahre Beschleunigung g ist die 
Wirkung einer wahren Kraft K= mq; die 
scheinbare Beschleunigung r kann als die 
Wirkung einer scheinbaren Kraft mr ange- 
sehen werden, die man offenbar erhält als geometrische Summe der 
wahren Kraft K und einer Kraft ( — mp), welche dem Entgegen- 
gesetzten der ßeschleunigang des Baumes entspricht Diese Kraft, 
welche man zu der wirklichen hinzufQgen muss, nm die scheinbare 
Kraft zn erhalten, nennt man Ergänzungskraft der schein- 
baren Bewegung. 
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Bewegt sich der Massenpunkt unter Einwirkung der Schwere 
in einem Kanine (Kasten), der seibat eine Beschleunigung p (Fig. 82) 
lothrecht aufwärts erfährt, so ist die wahre Be- 
schleunigung g; zu dieser muss man p abwärts ^* ^^■ 
hinzufügen, um als Summe beider die scheinbare 
Beschleunigung r = g + p zu erhalten. Die schein- 
bare Kraft ist R = m (g -\- p). Soll aber der Punkt 
verhindert werden, in dem Baume zu fallen, etwa 
dadurch, dasd man ihn an einem Faden aufhängt, 
so muss die Spannki-aft 8 des Fadens die schein- 
bare Kraft R aufheben, muss also S = m {g + p) sein. (Ebenso 
gross wörde der Gegendruck des Bodens sein, wenn der Masseo- 
punkt auf dem Boden des Kastens läge.) Ist die Beschleunigung p 
des Kastens Null, so ist iS einfach gleich dem Gewichte des Punktes. 
Die Beschleunigung des Kastens hat auf die scheinbare Bewegung 
denselben Einfluss, als ob die Fallbeschleunigung von g auf 
r ^ g -\- p erhöht wäre. Wird der an dem Faden hängende Punkt 
durch eine seitliche Bewegung aus der scheinbaren Ruhelage ge- 
bracht, so führt er Pendelschwingungen aus, und die Dauer einer 
kleinen einfachen Schwingung berechnet sich, indem man in der 

Formel t = ny — {^. 1i) g mit g + p vertauscht, zu 
' 9» 

r g ■¥ p 
Die Schwingungen erfolgen also wegen der stärkeren Beschleunigung 
in kürzerer Zeit 

Ist die Beschleunigung p des Kastens nach unten gerichtet, 
so wird r=g — p\ U = m [g — p) und ein etwaiger Boden- 
druck oder eine etwaige Fadenkraft ebenfalls m {g — p). Die 
Schwingungsdaner des Pendels wird jetzt 

y 9 — p 
Bewegt sich der Kasten mit der Fallbesdileunigung p = g, 
so wird r = ; B = 0; der Punkt hat keine scheinbare Be- 
schleunigung gegen den Kasten (da beide gleiche Heschlennigmig g 
haben). Bodendruck oder Fadenkraft werden Null; der Punkt 
drfickt nicht mehr auf den Boden. Ein in dem Kasten befindlicher 
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Fig. 83. 



Mensch wQrd« den Boden unter den Füssen verlieren. Da die 
Fadenkraft Null wird, ist auch ein Pendel nicht mSglicb; die 
Schwingungsdaiier wird dann auch t = p^, d. h. ea kommt eine 
Schwingung nicht zu Stande. 

Ist aber die abwärts gerichtete Beschlennignag des Kastens 
P>- g, so wird (Fig. 83) die scheinbare BesL-hleunigung r = p — g 
nach aufwärts gerichtet; der Massenpunkt fällt nach oben. Ein 
etwaiger Deckendruck bezw. eine Fadenkraft 8 
wird m (p — ff), wobei der Faden an dem Boden 
befestigt sein muss. Bei einem seitlichen Än- 
stosse entstehen Schwingungen um den unteren 
Befest^^ngpunkt, u. zw. von der Dauer 

fp — ff' 

Das in diesen verschiedenen Fällen über die Spannkraft S 
des Fadens Gesagte gilt auch, wenn ein Kasten gar nicht vorhanden 
ist, wenn man vielmehr etwa mit der Hand das eine Ende des 
Fadens erfasst, während an dem anderen Ende ein Massenpunkt 
angeschlossen i^t Bewegt man die Hand nach irgend einer Rich- 
tung gleichförmig und geradlinig, so ist die Spannkraft des stets 
lothrecbten Fadens gleich dem Gewicbte des angehängten Massen- 
punktes. Bewegt man die Hand aber mit «ufwärts gerichteter 
Bescblennigung, so vergrCssert sich die Spannkraft, und es kann in 
Folge dieser Beschleunigung der Faden möglicherweise reissen. 
Will man in solchen Fällen das Beissen eines etwas schwachen 
Fadens oder Seiles vermeiden, so muss die Bewegung eine vor- 
sichtige sein, d. h. eine solche ohne wesentliche Beschlennignng. 

Ist der Kasten ein in wagerechtem Sinne beschleunigter Eüsen- 
bahnwageo mit der Beschleunigung p, so wird die scheinbare 
Beschleunigung r = Vg^ + p- schräg go- ^^^ g^ 

richtet; ebenso die scheinbare Kraft j9 = mr 
(Fig. S4). Soll der Massenpunkt durch einen 
aufhängenden Faden in scheinbarer Buhe in 
dem Wagen erhalten werden, so muss die 
Fadenspannkraft S= m V g^ -\- p'' in die 
Richtung von r fallen. Um diese schein- 
bare Gleichgewichtslage als Mitte würden bei einem Anstosse 
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-n 



Pendelschwingungen von der Daner t = n v — entstehen. Die 

Bichtnog von r giebt zugleich die Stellung an, welche ein Fahrgast 
annehmen muss, um nicht umzufallen, wenn der Wagen eine nach 
rechts gerichtete beschleunigte Bewegung hat, oder wenn der nach 
links fahrende Wagen beim Anhalten eine Verzögerung p erfUhrt. 



19. Ruhe in Bezug auf einen elcli gieichmässig 
drehenden Raum. 

Dreht sich ein KOrper um eine feste Achse O (rechtwinklig 
znr Bildebene, Fig. %b), so ist die Bewegnngsart schon durch die 
Bewegung eines einzigen Punktes oder auch eines 
beliebigen Drebungshalbmessers O Ä • bestimmt. 
Der beliebige Punkt muss sich in einer Kreislinie 
bewegen und wenn A Ai-^ s die während der 
Zeit t zurückgelegte Wegeslänge ist, so wird 
« =f{t) das Bewegungsgesetz sein, welches die 
Kreisbewegung des Punktes A im Abstände OA = r 
Ton der Drehachse und damit auch die Dreh- 
bewegung des Körpers völlig bestimmt Es ist dann v^^dsidt 
die Geschwindigkeit des Punktes A. Setzt man nun s = AAy = ra, 
30 wird a= i/rf(i) oder a = <pit) das Gesetz der Drehbewegung 
des Halbmessers OA. Ebenso wie man v=-ds:dt die Ge- 
schwindigkeit des Punktes A nennt, heisst <ii = da : dt '= <p'{{} 
die Winkelgeschwindigkeit der Drehung, d.h. der auf die 
Zeiteinheit (Sekunde) bezogene Drehungswinkel oder die Umfangs- 
geschwindigkeit im Abstände Eins von der Drehachse. Wie a = ra 
ist auch II = r(i> und (<> = ü : r. 



Beispiel: Dreht sich ein Körper in jeder Seknnde ein Mal gleichförmig 
am seine Achse, so beschreibt ein Fnnlit im Abetimde r von der Achse den 
Weg 2r JT in jeder Sekunde, mithin ist i; = 2r i; ein Punkt im Abstände r^ l 
also hat die Geschwindigkeit la = v : r ^:= 'ii;; oder man kann auch sagen: 
Der Winkel 3 n einer ganzen Umdrehung wird in jeder Sekunde zuröckgelegt, 
daher ist to= '2-n. Die Gradzahl eines Winkels ist nicht ein natArUches, 
sondern ein künstliches, willkOrliches Mafs fSr die Grösse desselben. Die 
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natllrliehe Einheit des Winkels ist dei^enige Winkel a, dem bei einem Halh- 
messer Eins eine Bogenlänge Eins entspriclit Da nnn einem Winkel von 180" 
nach dem meist üblichen Gradmafse eine halbe Umdrehung, d. h. ein Bogen 
JT entspricht, so wird der Bogeneinheit eine Gradzahl 180 : jt = 57,» ent- 
sprechen. Dasa dieser Winkel etwas unter 60' liegen muss, ei^ebt sich daraos 
äoBB beim Winkel von 60° die Sehne gleich dem Halbmesser, der Bogen also 
etwas gröBBer als der Halbmesser ist 

Dreht sich ein Kaum gleichförmig mit der Winkelgeschwind^- 
keit 0) um eine feste Achse und befindet sich in dem Räume ein 
Massenpunkt, und zwar in dem Abstände r von der Achse, in 
scheinbarer (relativer) Ruhe gej^en den Raum, so macht er die 
Bewegung des Raumes thataächUcb mit, fährt mithin eine gleich- 
förmige Kreisbewegung mit der Geschwindigkeit v = ro) aus, wobei 
er (nach S. 61) eine Centripetalbeschleunigung v^ir = i-^w2:r = rco- 
erfäbrt Dazu ist dann eine Centripetalbraft von der GrCsse mrto^ 
erforderlich. Liegt z. B. auf einer wagerechten Scheibe, die sich 
gleichförmig mit der Winkelgeschwindigkeit „. ^^ 

(o um ihre lothrechte Achse dreht (Fig. 86), 
ein Massenpunkt, etwa eine kleine Kugel, 
80 wird diese zur scheinbaren Buhe gegen 
die Scheibe nur durch Kräfte gezwungen 
werden kttnnen, etwa durch die Spannkräfte 
S] und 8^ zweier bei A und B mit der 
Scheibe verbundenen Fäden. Si und -S^ 
werden dann so gross, dass ihre Mittel- 
kraft von der Grösse mro)"^ und nach dem Mittelpunkte O gerichtet 
ist Hierdurch sind Äj und S^ völlig bestimmt. 

Diese Bedingung fOr die scheinbare Buhe kann aber auch in 
ähnlicher Weise ausgedrückt werden wie die Bedingung für schein- 
bare Ruhe im fortschreitenden Räume. Haben nämlich die 
auf den Punkt wirkenden Krifte Si und ^2 ^^ Mittelkraft m r oi^, 
so würde das Entg^engesetzte dieser Kraft, also eine radial nach 
aussen gerichtete Kraft — mrin^, mit Ä, und Ä im Gleich- 
gewichte sein. Diese zu den wirklichen Kräften «S, und S; hinzu- 
zufflgende Kraft — mr&j-, welche mit ihnen im Gleichgewichte 
sein rauss, entspricht dann genau der Ergänzungskraft — mp (S. 84); 
sie ist, wie diese, keine wirklich vorhandene Kraft, sondern nur eine 
gedachte Ergänzungskraft der scheinbaren Bewegung bezw. Buhe 
und heisst wegen ihrer Richtung Centrifugalkraft. Nach ihrer 
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HinzufBgong ist dann die Bedingung fdr den scheinbaren Buhe- 
zostand dieselbe wie fQr wirkliche Buhe, nämlich Gleichgewicht der 
Kräfte. Nar muss man sich hüten, die Centrifugalkraft 
aU eine wirkliche Kraft anzusehen. In dem Falle der 
F^ur 86 ist ja aueh durchaus kein KCrper nachzuweisen, der den 
Punkt mit der Kraft mro}'^ nach aussen triebe, vielmehr sind nur 
die Fadenkrafte wirksam, die den Punkt hindern, sich von dem 
Mittelpunkte O zu entfernen. Durchschnitte man die Fäden plötz- 
lich, so würde der Funkt sich auch nicht etwa radial nach aussen 
bewegen, sondern vielmehr tangential zu seiner bisherigen Kreis- 
bahn mit der Geschwindigkeit v weiter gehen. 

Von einer znra Schleifen dienenden, achnell umlaufenden Schmirgel- 
BctLeLbe fliegen die abgel^ten, glühenden Metall theilchen. in tangentialer 
Bichtung fort Lässt man die Schnur einer Schleuder los, eo fliegt der 
Stein aoa derselben in tangentialer Eichtang weiter. 

Die Centrifngalkralt ist nur eine Hilfsvorstellung zur Verein- 
fachnng mancher Untersuchungen. 

Soll ein Massenpunkt gegen einen sich mit der 
Winkelgeschwindigkeit t<) gleichförmig drehenden Baum 
bei einem Abstände r von der Drehachse in scheinbarer 
Babe verbleiben, so müssen die auf ihn wirkenden 
Kräfte sich mit der als Ergänzungskratt hinzuzufügen- 
den Centrifugalkraft mr(ü^ im Gleichgewichte halten. 

Beiflpiel: An einer lothrechten Achse (Rg. 87) befinde eich ein schräger 
Ann AS aoe Draht, auf welchem eine kleine Engel verschiebbar sei Wirkt 
ftof die Engel die Schwere mg, so übt der Draht 
den Normalwiderstand N aus. Beide können sich 
aber allein nicht im Gleichgewichte halten, sondern 
es wird unter ihrer Einwirlning die Engel auf dem 
Drahte beschleunigt abwärts gleiten. Ertheilt man 
aber der Achse und damit auch dem Arme eine 
Winkelgeschwindigkeit <a, so ist es nun möglich, 
dasB die Engel auf dem Arme sich nicht verschiebe. 
Die Bedingung dafür besteht daria, dass nach Hin- 
infüguDg der CentrifugaHuaft myai^ la den Eräften 
mg und JV Gleicbg'ewicht herrsche. Diese drei 
Eräfte bilden dann ein rechtwinkliges Dreieck, 
dessen Hjpnotheuse rechtwinklig mm Arme steht, also mit der Wagerechten 
den Winkel ß bildet. 



F^. 87. 
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Ist z. B, ß = i5*, tg,9=l, iü = 2jr (1 Umdrehung in der Sekunde), bo 
ei^ebt sich y ^ z — ^— j = 0,>i " ; d. h. in 0,ii " Abstand von der Achse 

wBrde die Engel nonmehr auf dem Anne in scheinbarer Euhe verbleiben. Zu 
jedem anderen Werthe y gehört aber auch ein anderes la bei sonst gleich 
bleibenden Verh&ltnisseiL 

Um zu erkennen, wie die Kugel sich bei grösserer Winkelgeschwindig- 
keit, als Ql, 1 entspricht, bewegen würde, denken wir ans (Fig. 86] dicht 
oberhalb der Engel einen Vorsteckstift angebracht, der 
eine Vergrösserung von y verhindert. Dieser Stift Übt 
dann einen Widerstand N^ in der Bichtnng des Armes 
nach unten aus, and es milesen sich nun die Eräfte 
N, , N, mg und m^<u' aufheben. Zerlegt man •sänuut- 
liche Kräfte in solche, welche in die ßichtnng des Armes 
fallen beiw. daau rechtwinklig stehen, so rauss die Kräfte- 
summe in der Armrichtung Null sein, d. h. 

A, + ™ j, cos ^ - m i( .«^ sin jS = , 
mithin ,Vj = m j/ <u' sin (9 — mg coe ß 



..(^ 







. der 



— -^, ™ „..„ ^^(tg^>j und A-,>0-, d.l 

Stift leistet der Kagel thatsächlich einen Gegendruck; mithin drückt die Kugel 
nach dem Gesetze der Wechselwirkung auch gegen den Stäft, würde also, falls 
der Stjft fehlte, auf dem Arme nach oben gleiten. Der Stiftdruck wird Null, 
wenn iu^ptg,3 = jt, während ein kleineres oi ein negatives .V[, d. h, den nach 
oben gerichteten Widerstand eines unterhalb der Kugel angebrachten Stiftes 
verlangt, entsprechend der Neigung der Kugel, abwärts zn gleiten. Hiermit 
ist ungleich bewiesen, dass sich beim Kegelpendel (8. 69) der Neigungswinkel 
gegen die Lothrechte vergrässern wird, wenn man dem Massenpunkt eine zn 
grosse Geschwindigkeit ti giebt, und umgekehrt Denn die jetzt betrachtete 
Anordnung ist dem Wesen nach auch ein Kegelpendel. 

Tritt an Stelle des geraden Armes ein nach 
einem Kreisbogen vom Halbmesser / geformter 
(Fig. 89), so behält GL 1 ihre Gültigkeit; es ist 

tg^y ui' = j, oder, weil 
tf = ( cos ß und ^ = ao « — <., 

worin h die Tiefe der Kugel unter bedeutet; 
h ändert sich im umgi'kehrten Verhältnisse mit 
(u'. Diese Vorrichtung wird als Schwung- 
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kngel-Begler (Centrifiigal - Begnlator) zur Begelnog des Ganges Tod 
Maachinen benutzt. An der lotbrechten Achse werden bei zwei Gelenk' 
Stangen von der Länge J befestigt, welche die Kngeln tragen und ihnen 
IQgleich die Ereisbalm CBC^ Turschreiben. Bei einer Winltelgesch windigkeit a> 
wird aioh dann die Höhe h = g : la' bilden. Bei grOaserer Drehgeachwindig- 
keit werden die Kugeln steigen, und umgekehrt Durch geeignetes Gestänge 
überträgt man das Steigen bezw. Sinken der Kugeln auf die KraftqneUe, indem 
man diese Termindert bezw. verstärkt 

Soll die Kugel bei gleichbleibender Umdrehungsgeschwi 
Stelle des Armes in scheinbarer Ruhe verbleiben können, S' 
des Annes eine solche sein, dass die Gl. I, S. 90: 
tgßy w' = g itir jeden Werth von y Gültigkeit hat 
Es muss also offenbar tgj? mit y umgekehrt sich ändern. 
Bezieht man (Fig. 90) die gesuchte Kurve Ä l' auf den 
Punkt Ä als Anfangspunkt, so ist t^ß =■ dy : dx 
mithin y ai* ■ dy : dx = g oder 2 m^ y dy = 2 g ■ dx ^ 
Sind zwei Differentiale einander gleich, so dfirfen sich 
deren unbestdmmte Integrale nnr nm eine Konstante C 
nnterscheiden, und man erhiUt 

Weil aber der Punkt A mit den Koordinaten x = D nnd y = 
Kurve angehört, so mnss die Konstante in obiger Gleichung f 
werden, dass Üir x ^ auch « ^ wird. Das giebt 




0^ 



= + C oder C = 0, nnd nach y^ aufgelöst: y^= 2 (-"V) *■ 



Diese Gleichung bedeutet eine Parabel, deren Achse mit der «-Achse zusammen- 
iSllt nnd deren Parameter g ; la' ist Für bestimmtes g entspricht jeder Dreh- 
geschwindigkeit fi> eine bestimmte Parabel als Gleichgewichtsform. Ist die 
der Form entsprechende Drehgeschwindigkeit vor- -p; ai 

banden, ao kann die Kugel an jeder Stelle des Drahtes ^' 

in scheinbarer Ruhe verbleiben, ist die Geschwindig- 
keit => ui, so strebt die Kugel fortgesetzt nach a 
nnd umgekehrt 

Dreht sich die Achse mit dem Arme in jeder 
Sekunde 1 Mal um, so ist ui ^^ S ;r nnd der Parameter 
der Parabel p = 9,.i : (4 n-) = 0,j» » (Fig. 91). 

20. Einfluss der Drehung der Erde um ihre Achse auf 
das scheinbare Gewicht bezw. die scheinbare Fall- 
beschleunigung. 

Denken wir uns die Erde vorlänfig als Kugel vom Halbmesser 
r= 6370000 '" nad betrachten wir einen Massenpunkt, der am 
Äquator anf der ErdoberSäche rnbt, so k\> dieser Zustand nur ein 
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scheinbarer Bubeznstand in Bezog auf die sich drehende Erde 
(Fig. 92). Zu der Änziehangskraft mg der Erde und dem nach 
aussen gerichteten Normalwider- pj„ 92 

Stande N der Erdoberfläche muss p»! ^ 

daher noch die Centrifugalkraft 
mra>' hinzugefügt werden, damit 
Gleichgewicht entstehe. Daher 
istiV=m^ — wirw*. Nun wird 
aber das Gewicht eines KCrpers 
nach dem Drucke beurtbeilt, den 
er im Kuhezuatande auf eine 
wagerechte Unterlage (die Wag- 
schale) ausübt, so dass N als 
das scheinbare Gewicht und N : m, als die scheinbare Fallbes<^lenni- 
gnng ffa in der geographischen Breite Null zu bezeichnen ist, also 
ga = ff — roj'. 
Die Zeit einer Umdrehung der Erde beträgt 
23" 56" 4'= 86164»; 
daher w = 2 jt: 86 164 = O,oooo73, hiemach wird 
rw' = 6370000 -0,000013^ = 0,o34. 
Nun ist die scheinbare Fallbeschleunigung am Äquator durch Pendel- 
beobachtnngen (s. S. 78) zu ^g = 9,7ei f-, beobachtet, daher wird 

g = 9,781 + 0,034 = 9,B1S 

die wahre FallbeschleunignDg am Äquator, welche bei kugelförmiger 
Erde für alle Punkte der Erdoberfläche gelten würde. 

In einer geographischen Breite a halten sich nun an dem 
Maasenpuntte die Schwere mg, die Centrifugalkraft mj/ to- mit dem 
Gegendrücke W der Erdoberfläche im Gleichgewichte, woraus foJ^t, 
dass W im Allgemeinen nicht durch den Erdmittelpunkt O geht 
Zerlegt man W in einen Normalwiderstand A'' und einen Taugential- 
wjderstand T, so wird, weil y = r coaa, 

N ^ mg — m r w- cos -a = wt (^ — rw^ cos *a) und 



Von diesen beiden Seitenkräften ist N ^ m (9,8i — 0,034) oder 
JV> m ■ 9,776, dagegen T ^ m- 0,034 • Vä (für a = 45"), daher 
N\ TS 575. Da nun N und T die Katheten, Wdie Hypothenuse 
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eines rechtwinkligen Dreiecks darstellen, so ist die Hypothenuse W 
bei solchem Verhältnisse von N : T mit grosser Annäherung 
gleich N ZQ setzen. W bedeutet aber wiederam die scheinbare 
Schwere nnd W : m die scheinbare Fallbeschleunigung g^ in der 
gec^raphiscben Breite a; mithin ist 

g^ = g — r<y- cos^a = (/ — r «y^ -|- roi^ sin*a. 
Da nun g — r(i}^ = g^ = 9,j8i , so wird 
2) Sa = 9>T8i + 0.03* ain '«^ = 9."8 — 0,oit cos 2 a . 

Die scheinbare Schwere W würde auch nach Richtung und 
OrSsse die Spannkraft eines Fadens bilden, an welchem ein Massen- 
pnnkt etwa als Loth aufgehängt wäre. Da nun W im Allgemeinen 
nicht mit der Normalen A^ zusammenfällt, so geht auch die Bichtung 
des Txttbes im Allgemeinen nicht durch den Mittelpunkt der Erde, 
nur am Äquator und an den Polen, wo T= m r w^ ■ '/a sin 2 a = 
ist, findet dies Statt. 

Für den Winkel d, um den das Lotb von der (ieraden nach 
dem Mittelpunkte der Krde abweicht, gilt 

, s T m r w^ sin a cos a 
^ ~ N ~ mg^ 

0,034 sin a cos a 0,017 sin 2 a 



9,T98 — 0,017 cos 2 a 9,798 — 0,on cos 2 a 

Will mftD wissen, in welcher Breite a dieses ein Manmom wird, BO setzt 

man die Abgeleitete von tg^ gleich Null, mithin 

= (9,w — 0,Mi C08 3 a) . 0,«m cos 2 a — 0,o» sin 2 n ■ 0,m( sin 2 a, oder 

9,198 — 0,011 cos 3 a = 0,011 sin ialg2a 

nnddarau8CM2a = ^ = 0,oonn. Dasgiebt 2a = 89''54* und a== 44*52'. 

Wäre die Erde vollkommen kugelförmig, so könnte ihre Ober- 
fläche einen von der Normalen abweichendeu Widerstand W gar 
nicht leisten; die Seitenkraft T, welche für den scheinbaren Ruhe- 
zustand erforderlich wäre, konnte von ihr nicht ausgeübt werden; 
es würden daher alle leicht beweglichen Körper, namentlich die 
Wassertheilchen des Meeres nach dem Äquator fortgleiten, bis die 
Kugelform sieh so geändert haben würde, dass W rechtwinklig zur 
Oberfläche steht Diese Formänderung findet aber nicht mehr statt, 
weil die Gestalt der Erde eben keine Kugel ist, sondern ein Ellipsoid, 
welches jener Bedingung, dass die KicMung des Lothes rechtwinklig 
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zar Oberfläche steht, entspricht (Fig. 93). Der Erdbalbmesser 
a = 6377000" am Äquator ist etwa 21 *" grösser als der Polradina 
b = 6356000 ". In Folge dieses Um- 
standes wird ein Massenpunkt, wenn 
man ihn vom Äquator her nach dem 
Pole verschiebt, dem Mittelpunkte der 
Erde näher kommen, woraus allein 
schon eine Zunahme der Anziehung 
folgt, deren Einfluss jene andere Zu- 
nahme noch ventärkt, die in Folge der 
Abnahme der Wirkung der Centrifugal- 
kraft «ich ergiebt Pendelversuehe 
haben ergeben, dass man in Gl. 2 (S. 93) die Zahlenwerthe ändern 
muss, um sie mit der Wirklichkeit in Übereinstimmung zu bringen; 
ea ist nämlich thatsächlicb 

8) ffa^ ^'^*' + *''"*' sin ^a = 9,8ob — 0,ois cos '2a. 

a = giebt ^0 = 9,iei 
a = 4b'> „ jf45 = 9,806 
a = 90" „ ffp =9,831 (am Pole). 
Ftlr Hannover ist a = 52** 23', daher ff„ = 9,8ii. 

Da wir das Gewicht eines Liters Wasser (bei 4* C.) unter 
45" geographischer Breite als Krafteinheit (Eilogramm) bezeichnet 
haben, so beträgt das Gewicht dieses Körpers am Äquator 
9,781 : 9,806 = 0,997 *^, am Pole 9,83i : 9,eo6 = l,oo3^. 
Vorstehende Formeln und Zahlen gelten för die Höhe ies 
Meeresspiegels. Die Fallbeschleunigung in einer Höhe von A Metern 
tber dem Meeresspiegel #ird dann genau genug gefunden, indem man 
nach S. 58 die vorstehenden Werthe noch mit (1 — 2 ä : r), oder, wenn 
man r = 6 370000 " setzt, mit (1 — 0,woooa33 h) nmltiplicirt. Dann 
wird (genau genug) ^„ = 9,§m — 0,m6 cos 2 a — 0,«)oüoi A. Auf dem 
Brocken unter 51 "50' geographischer Breite und in etwa 1140" 
Meereshöhe ist g^ = 9,8oe, in Bsenburg am Fusse des Brocken 
(260"° Meereshöhe) 9,8ii. Der Unterschied ist also nur gering. 
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Mechanik starrer Körper. 



I. Einleiteng. 

Einen Körper denken wir uns als aus sehr vielen Massen- 
panbten zosammengesetzt, die so mit einander in Verbindung 
stehen, dass sie gegenseitig aaf ihre Bewegung einzuwirken ver- 
mögen, dass sie also gegenseitig Kräfte auf einander ausflben 
können. Diese Kräfte, mit welchen die einzelnen Massenpnnkte 
eines Körpers gegenseitig auf einandet einwirken, heissen innere 
Kräfte des Körpers, im Gegensätze zu den äusseren Kräften, 
welche^ lon anderen Körpern herröhren 

Die Terbindang zwischen den einzelnen Massenpunkten ist bei 
verschiedenen Körpern eine verschiedenartiga Wir haben zunächst 
feste Körper zu unterscheiden von nicht festen Körpern. 
Bei den festen Körpern setzen die einzelnen Massenpnnkte einer 
jeden Änderung der Form des KOrpers einen Widerstand entg^en. 
Die nicht festen Körper heissen flüssige Körper, zu denen im 
Besonderen auch die gasförmigen Flüssigkeiten zu rechnen sind. 
Bei diesen zeigen die Massenpunkte keinen Widerstand gegen 
Formänderung im Allgemeinen, sondern im Wesentlichen nar einen 
solchen gegen Zusammendrängung auf einen kleineren Rauminhalt. 

Denkt man sich die Maasenpunkte eines festen Körpers derartig 
mit einander verbunden, dass die inneren Kraft« jede, auch noch so 
geringe, Formänderung, um so mehr also gar eine Zerstörung ver- 
hindern, so gelangt man zu dem Begriffe vollkommen fester 
oder starrer Körper. Solche starren Körper giebt es in Wirk- 
lichkeit nicht; vielmehr erleidet jeder wirkliche feste Körper unter 
Einwirkung äusserer Kräfte eine gewisse Formänderung, deren Art 
und Grösse von den äusseren Kräften und von der Beschaffenheit 
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des Körpers abhängt. Die inneren Kräfte treten bei äusseren Ein- 
wirkungen in Wirklichkeit mit allmählich zunehmender Grösse an( 
nnd erst nach dem Eintreten einer gewissen Fonnändenuig sind sie 
zn solcher Grösse angewachsen, dass sie nun eine weitere Änderung 
verhindem können. Überschreitet aber die Grösse der äusseren 
Kräfte gewisse Grenzen, so tritt eine Zerstörung des Körpers ein. 
Diese wirklich vorkommenden festen Körper nennt man, im Gegen- 
satze zu den nur gedachten starren Körpern, elastisch feste 
Körper. Den Unterschied beider kann man sich _. 

grobsinnlich vorstellen, indem man (Fig. 94) zwei _^ —^ 

Kugeln das eine Mal durch eine steife Stange, das ^ ^ 

andere Mal durch eine nachgiebige Schraubenfeder O^awwaO 
verbunden denkt Sucht man mit den Händen die 
Entfernung der beiden Kugeln zu verändern, so wird dies in dem 
ersten Falle durch die inneren Kräfte verhindert, in dem zweiten 
nur in gewissem Grade erschwert. 

Bei sehr vielen Anwendungen der Mechanik hat nan die Er- 
mittelung der Formänderung eines Körpers oder die Frage nach 
seiner Festigkeit keinen Werth. In solchen Fällen kann man daher 
zur Vereinfachung der Aufgaben die Körper alfi starre betrachten. 
In anderen Fällen aber wird gerade nach der Festigkeit und der 
Formänderung der Körper gelr^; dann muss man sie als elastisch 
fest behandeln. Es wird sich aber zeigen, dass man sehr viele 
Ergebnisse der Mechanik starrer Körper in der Mechanik elastisch 
fester Körper verwerthen kann. 



2. Zusammensetzung und Zerlegung der Kräfte in einer 
Ebene und mit gemeinsamem AngrifTspunlcte. 

Smndsatz: Zwei gleiche entgegengesetzte Kräfte, 
deren Richtungslinien in dieselbe Gerade fallen, nnd 
die in 2 beliebigen Punkten dieser Geraden an einem 
starren Körper angreifen, haben Pi^, 95, 

auf die Bewegung des Körpers 
keinen Einfluss, heben sich 
gegenseitig auf (Fig. 95.) 

In der Mechanik des Massenpunktes 
war eine Kraft durch Grösse, Richtung nnd Sinn gegeben; jetzt 
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kommt aber auch noch diejenige Stelle des Ei^rpers in Betracht, 
an welcher die Kraft angreift. Bei Kräften am starren Körper genügt 
statt dessen schon die Kenntnis irgend eines Punktes der Bichtungs- 
linie einer Kraft, oder ihre Lage, zur Beurtheilang ihrer Wirkung, 
da man jeden Punkt der Bichtungslinie einer Kraft als ihren 
Angriffspunkt behandeln kann. Denn : 
greift eine Kraft K (Fig. 96) an dem 
Punkte A eines Körpers an und ist B 
ein beliebiger, demselben Körper ange- 
höriger Punkt der Bichtungslinie von Ä", 
80 kann man an dem Massenpunkte B 

zwei in die Gerade AB fallende, entgegengesetzte Kräfte K an- 
bringen, ohne im Bewegungszustande des Körpers etwas zu ändern. 
Da aber nach dem vorstehenden Satze die in A angreifende Kraft K 
mit der entgegengesetzten im Punkte B sich aufhebt, so bleibt als 
gleichwerthig mit der ursprünglich gegebenen die in B angreifende 
Kraft gleicher Grösse, Bichtung und gleichen Sinnes fibrig. 

Znsammensetximg zweier Kräfte mit sich schneidenden Rieh- 
tungslinien. Die gegebenen Kräfte K^ und K^ (Fig. 96) mit den 
Angriffspunkten A nnd B lassen sich 
nach vorstehendem Satze an den Schnitt- 
punkt C der Bichtungslinien verlegen und 
lassen sich hier durch eine Mittelkraft R 
nach der Lehre über die Zusammensetzung 
der Kräfte am einfachen Punkte ersetzen. 
Diese Mittelkraft R darf dann aber 
wiederum als in irgend einem Punkte D 
ihrer Linie angreifend gedacht werden. 
Dabei ist es gleichgflltig, ob der Schnittpunkt C der Kraftlinien 
dem Körper angehört oder nicht, weil die in D angreifende 
Kraft B, den gegebenen K^ und K^ in A und B völl^ gleich- 
werthig ist. 

Ist aber der Schnittpunkt G der Kraftlinien wegen ungflnstiger 
Lage nicht benutzbar, so kann man Grösse, Bichtung nnd Sinn der 
Mittelkraft B. leicht finden, indem man das vorhin bei G gezeichnete 
Krafteck in A, in B oder an einer beliebigen Stelle zeichnet; zur 
Auffindung der richtigen Lage von R, die oben durch C bestimmt 

Keck, Uecbanik. 1 



Fig. 97. 
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war, kaDD man entweder geometrische Beziehungen benntzen, oder 
mit besonderem Vortiieile einen Satz der Mecbänik, den wir jetzt 
entwickeln wollen, nämlich den Satz der statischen Momente 
von Kräften. 



3. Satz der Drehmomente der Kräfte. 

Ist K eine in der Bildebene wirkende Kraft, O eine Achse, 
rechtwinklig znr Bildebene (Fig. 98), so dass also Kraftlinie and 
Achse sich im Baume rechtwinklig kreuzen; dann nennt pj™ 93 
man das Produkt Kraft mal Hebelarm oder Kl das 
Drehmoment oder statische Moment der Kraft 
in Bezug auf die Achse O. Der Hebelarm ist die 
rechtwinklicbe Entfernung der Kraft von der Achse. 

Momentunt ist (wahrocheinlich) eine Abkürzung von MoTimentum und be- 
deutet Bewegungsmittel ; Drehmoment bedeutet alEO „Mittel zur Eraengnng 
einer Drehbewegung". 

Greifen an demselben Massenpunkte A mehrere in der Bild- 
ebene liegende Kräfte Ki und K2 an, deren Mittelkraft M ist 
(Fig. 99) und sind li, l„, / die bezüglichen 
Hebelarme, von der Achse oder dem Dreh- 
punkte O aus gemessen, so läast sich zeigeni 
dass das Moment der Mittelkraft M gleich 
der Momentensumme der Sinzelkrälte. Be- 
trachtet man nämlich AO als y-Achse, 
A^ nach rechts als positive a: -Achse, 
welche mit den Kräften die Neigungswinkel 
ö], d„ und d bildet, so ist nach der Figur 
t, = OA cos ö„, ebenso ?i = OA cos ö, , 
1 = OAcoa ö, so dass man die Momente auch schreiben kann: 
K^OA eo3 ö|, K„OA„ cos d„ und ROA coa d. Da aber nach der 
Lehre von der Zusammensetzung der Kräfte (S. 40) 



Fig. 99. 




fi COS ö = Ä", COS Ö^ -i- . . . + Ä^ COS ö„, 

so folgt, wenn man allen Gliedern dieser Gleichung den Faktor 
OA hinzufügt, ohne Weiteres, dass das Moment von It gleich 
der Summe der Momente der Kräfte K, 
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In Figar 99 waren sämmtliche cos Ö positir. In Fignr 100 
aber haben cos d, and coa d„ verschiedene Vorzeichen, so dasa in 
der Gleichung Bcosö-AO=I!Kc03d'AO 
auf der rechten Seite Summanden von ver- ^ 

scfaiedenen Vorzeichen sich ei^eben. Die Be- 
deutung dieses Unterschiedes ist aus der 
ursprünglichen Erklärung des Momentes Kl 
nicht ohne Weiteres ersichtlich; sie tritt aber ^n 
hervor, wenn man die drehende Wirkung der 
Kräfte, auf die es beim Momente wesentlich 
ankommt, ins Auge fasst. Denkt man sich den Punkt A mit der 
Achse O in starrer Verbindung und O als eine feste Drehachse, so 
haben in Fig. 99 die KrÄfte -fiTi und K^ übereinstimmend einen Dreh- 
sinn /""^ rechts herum, im Sinne der Drehung des Uhrzeigers, 
während in Figur 100 der Drehsinn der Kräfte verschieden ist. 
Den Drehsinn rechts herum /•" ~\ pflegt man als positiv zu 
bezeichnen, die entsprechenden Momente ebenfalls positiv zu setzen, 
und umgekehrt, doch ist diese Festsetzung eine willkGrliche ; man 
könnte auch das Entgegengesetzte wählen. Verschiedener Drehsinn 
kennzeichnet verschiedene Voneichen der Momente, aber welche 
Eichtung man positiv einführen will, steht frei. Es ist jedoch 
nützlich, sich an eine feste Begol zu binden, damit man bei der 
Aufechreibung einer Momentensumme nicht unnCthig zu fiborlegen 
braucht Mit Berücksichtigung dieses ümstandes ist dann bei beliebig 
vielen Kräften in einer Ebene mit gemeinsamem Angriffspunkte 

Rl = ±K,li + Kil2 + ...+K„l„ 
oder kürzer geschrieben 

1) m^^xi. 

Li^n die an einem Funkt« A angreifenden Kräfte nicht in 
einer zur Achse OP rechtwinkligen Ebene, so ist die bisherige 
Deutung des Momentes nicht mehr brauchbar. Mit Bücksiebt darauf 
aber, dass das Drehmoment ein Mafs flir die drehende Wirkung 
der Kräfte sein soll, was allerdings erat später, gelegentlich der 
Betrachtung der Drehbewegung am eine feste Achse näher erläutert 
werden kann, bezeichnet man als Moment einer Kraft K in 
Bezug auf eine beliebige Achse OP das Moment der- 
jenigen Kraft K' , welche sich als Projektion von JC 
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Kg. 101. 




anf eioe zur Achse OP rechtwinklige Ebene erglebt 
Es lässt sich zeigen, dass aach in dieser allgemeinen Bedeatang das 
Moment der Mittelkraft gleich der 
Momentensumme der Einzelkräfte ist. 
Betrachtet man nämlich (Fig. lOll 
die durch Ä winkelrecht zu OP ge- 
legte Gerade AO als i/-Ächae, legt 
4Z parallel zu OP, und ^JC winkel- 
recht zu beiden, so kann man K 
mittels eines Parallelepipeds iu be- 
kannter Weise zerlegen in K cos a, 
K cos ß, K cos y, von denen die 
beiden ersteren unten in der Pro- 
jektionsebene gleichfalls erkennbar 
sind. K' bedeutet die Mittelkraft 
dieser beiden. In der Pi-ojektionsebene aber kann das Moment K'l 
von K' auch in der Form K'O'Ä'- cos ö (Fig. 101) geschrieben 
werden, oder, weil K' cos Ö die Seitenkraft in der Richtung AX, 
= Ä" cos et bedeutet, auch in der Form K • cos a ■ OA. Greifen nun 
im Punkte A beliebig viele Kräfte K an, deren Mittelkraft R ist, 
so kann man in gleicher Weise das Moment von B in Bezug 
auf OP in die Form Btosa-OA bringen. Weil nun noch 
Ä cos a = ZK cos a, so wird auch 

R cm a ■ O A = i: K c(i& a ■ O A, 
und man hat den Satz: 

Fflr Kräfte an einem Punkte ist das Moment der 
Mittelkraft gleich der algebraischen Summe der 
Momente der Einzelkräfte. 

Da das Moment der Kraft Ä" zu 9Ä = .ST cos a ■ OA gefunden 
wurde, so wird es gleich Null, wenn a = 90 ** ist, d. h. wenn K 
rechtwinklig zu AX steht, sieh also in der i/z-Ebene befindet, der 
auch die Achse OP angehört Das Moment einer Kraft wird 
also Null in Bezug auf eine Achse, die mit ihr in der- 
selben Ebene liegt, d. h. sie schneidet oder ihr pa- 
rallel ist 

Eine Kraft, deren Projektion auf die Drehungsebene = 1 ^*<, 
giebt mit einem Hebelarme = 1 *" das Moment Eins. Diese 
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Momenten-Einbeit nennt man, wie die Arbeitseinheit, Meterkilo- 
gramm; in ihrer Bedeutung aber ist sie von der Arbeitseinheit; 
verschieden. 

Für MomentengrSssen w9blen wir den dentschen Bachstaben 3R, 
weil der lateinische Buchstabe M für die Masse eines Körpers 
vorbehalten werden muss. 

Zasati: Der Satz der Drehmomente ist ans dem Satze vom Farallel- 
epiped der Kräfte hergeleitet. Da ein entsprechender FaraUelepiped-Satz anch 
Ton Geschwindigkeiten und Beschleunigungen gilt (S. 22 u. 25), so ist der 
Satz der Drehmomente nicht not för Kräfte, sondern auch fUr Geschwindigkeiten 
imd BeBChlennigongen gUlÜg. 

Nunmehr kann die Lage der Mittelkraft R von zwei in der 
Zeichenebene liegenden Kräften auch gefunden werden, wenn der 
Schnittpunkt C in Fig. 97, S. 97, nicht benutzbar ist. 

Man ermittelt zunächst (Fig. 102) Grösse, Richtung und Sinn 
von R, indem man an beliebiger Stelle, z. B. in einer Hülföfigur 
aus Kl und K^i einen Kräftezug bildet, 
dessen Schlussseite = R. Sodann wählt 
man eine beliebige Achse O, rechtwinklig 
zur Zeichenebene, oder, was gleich- 
bedeutend ist. einen Drehpunkt O in 
derselben , ermittelt die rechtwinklig 
gemessenen Hebelarme ly und l^ der 
Kräfte und bedenkt, dass 

Rl = K]Iy + K^l2 sein muss. 
In der Figur haben ff, und K^ beide 
den Drehsinn rechts herum, weshalb 

ihre Momente positiv angesetzt wurden. R muss dann an dem 
Hebelarme 

Kl ?i + K» h 
'~ R 

ebenfalls rechts herum drehen. Legt man daher durch O eine 
Eeohtwinkiige zur Schlussseite R des Kräftezuges und trägt auf 
ihr die Länge l = OP ab, so nmss die endgültige Lage von R durch 
P gehen, denn es dreht dann R an dem Arme OP, u. zw. rechts 
herum, wie erforderlich war. Da man aber O ganz beliebig wählen 
kann, so wird man ihm eine solche Lage geben, dass die Bestimmung 



Fig. 102. 
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der Lage von B möglichst einfach wird. Man wähle (Fig. 103) 
ii^eod einen Punkt der Bichtun^linie von K^, z. B. B znm 
Drehpunkte, dann hat K2 den Hebelarm 
1^ = 0, und es wird 



Fig. 103. 



1 = 



- = BP, 



womit die Lage von S, bestimmt ist 
Bei§piel : ^, = 20 ig ; Ä", = 30 kg (dar- 
gestellt durch 3 bezw. 3 '"°]; eie schneiden sich 
unter dem Winkel a=30"; l, = l,t™ = 0,oi("i, 




Dann wird R = 1/400 + 900 + 3 ■ 20 ■ 30 • 0,b» = 10 l/23,< = 48,* k«. 



Kg. 104. 



4. Zusammensetzung paralleler Kräfte. 

Wirken an einem Körper zwei Parallolkräfte Ki und K^ 
gleichen Sinnes (Fig. 104), so kann man deren Angrifispankte A 
und B so wählen, dass AB rechtwinklig zu den Kräften ist Man 
wQrde sehr leicht zur Mittelkraft B. gelangen, 
wenn man das vorstehend benutzte Verfahren, 
welches für Kräfte mit einem in der End- 
lichkeit liegenden Schnittpunkte gültig war, 
ohne Weiteres auf Kräfte mit einen unend- 
lich fernen Schnittpunkte anwenden wollte. 
Doch erscheint es gerathen, die Richtigkeit 
dieser Erweiterung nachzuweisen. Daher 
führen wir in A und B 2 gleiche entgegen- 
gesetzte Kräfte Q, hinzu, wodurch an der 
Wirkung der Kräfte Ky und K^ nichts ge- 
ändert wird. Die Kräfte im Punkte A lassen sich nun zu Pj, 
diejenigen im Punkte B zu P^ vereinigen. Jj und Pj aber sdineiden 
sich in C und können hier zu einer Mittelkraft B vereinigt werden, 
welche dann zugleich die gesuchte Mittelkraft von K^ und K^ sein 
muss. Die Grösse und Richtung von R erkennt man leicht, wenn 
man mit P| und P^ auch die in A und B gezeichneten Kräfte- 
rechtecke an den Punkt C verschiebt, d. h. mittels derselben Pi in 
Ki und Q, P^ in K^ und Q, zerlegt, dann heben sich Q, und Q 
wieder auf, und es bleiben in C wirksam K, und K2, welche durch 
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R ^ Kl + K2 ersetzt werden. Es ist also die Mittelkraft zweier 
Parallelkräfte gleichen Sinnes gleich der Summe beider, mit ihnen 
parallel und gleichen Sinnes Ihre Lage konnte man leicht aus 
Fig. 104 ermitteln, doch lasst sich zeigen, dass der Satz der Dreh- 
momente auch fCtr Kräfte mit unendlich fernem Schnittpunkte gilt. 
Wählt man nämlich in Fig. 104 einen beliebigen Drehpunkt O, 
nennt die Hebelarme von 

X[ Ä2 Pi Pj Q Ä bezw. 

so ist für die im Punkte A sieh schneidenden Erälte 

P[ /g = Xi Zi — Q4 {Q dreht links), 
ebenso fftr die im Punkte B aich schneidenden Kräfte 

P2 li = K2I2 -r Qls, also durch Zusammenzählen : 
P, Is + P2li = K, Ij + K2I2. 
Fflr die in C sich schneidenden Eräite jPj, P^ und ihre Mittel- 
kraft R gilt aber 

Rl = Pil^ + P^l^ = KJi + K2I2, 
d. h. das Moment der Mittelkraft B = der Momentensumme von 
Kl and K^. Würde in derselben Ebene noch eine Kraft ^"3 hinzu- 
treten, so kSnnte man in gleicher Weise diese mit dem gefundenen 
R verbinden, und man erkennt leicht, dass bei beliebig vielen 
ParallelkräfteD gleichen Sinnes 

R = und II ^K und Rl = IKl 
sein mnss. 

Legt man den Drehpunkt O auf di« Ricbtungslinie jon R 
(Fig. 105), so ist deren Hebelarm Null, und 
es wird ^«- »"5. 

Q = K^li — Ä'jlj. mithin L_t_J,^ j J 

2) li:^ = K,:K„ g 

d. b. die Abstände der Mittelkraft von LJ 

den beiden Einzelkräften verhalten sich 

umgekehrt wie die Kräfte selbst Bei 

gleichen Kräften liegt die Mittelkraft in deren Mitte, bei ungleichen 

Kräften aber der grosseren Kraft näher. Man kann auch schreiben: 
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Beispiel : ä", = 30 >«, K^ = 20 ^g in der Entfernung l^ + (, = 2,t ™ . 
Dann hat man diese '2,i ^^ in dem VerhältoiBse 20 : 30 zu theilen, d. b. man 
theilt i, + I, in 5 gleiche TheUe, dann ist i, = ' t {l^ +!,) = ] ™, i^ = i^jcm. 

Die Mittelliraft Ä, welche K, und K^ vöilig ersetzt, bimn durch eine 
entgegengesetzte Kraft W =: R aufgehoben werden; TT hebt dann zugleich 
Ki und K, auf, und der Körper verhält sich gerade so, als ob anf ihn gar 
keine Kräfte wirkten. In Fig. lOü wird die Kraft W durch den Gegendruck 
einer Schneide ausgeübt, deren Abstände I, und f^ Ton den Kräften ff, und K^ 
(angehängten Gewichten) genau in dem VerhältniBBe K^ : IC, stehen mUssen, 
damit der Körper auf der Schneide mhen kann. (Der Körper ist selbst als 
gewichtloa angesehen.) 

Sind 2 Parallel krüfte Ä", und K2 entgegengesetzten Sinnes 
(Fig. 106), so fugt man wieder 2 sich aufhebende Kräfte Q in den 
Punkten A und B der Winkel- ^ia loe 

rechten AB hinzu, vereinigt X, 
und Q in A zu P„ ebenso K2 und Q £^ 

in 5 zu Pj, zerlegt P^ und P^ im 
Schnittpunkte C wieder in Kf und -*: 

Q bezw. in Ä^ und Q, so dass dort ,-— — - 

die beiden Q sich aufheben und *^/' 

ereetzt .^i und Ä, in C durch die q ch''.---'' 
Mittelkraft B^K^ — K^, welche l*-"-''f^'T 
II Kl und mit der grosseren von 

beiden gleichen Sinnes, in Fig. 106 also mit Ki. Der Satz der 
Momente für den Punkt C ergiebt dann = — K^lj + K^l-i oder 
wiederum Ij-.l^^K^'.K^. Der Figur zufolge liegt B in dieaem Falle 
nicht zwischen den Kräften, sondern ausserhalb derselben und auch 
jetzt wieder näher an der grctssercn, d. h. auf der Seite der grösseren 
Kraft Nennt man jetzt den Abstand der 
gegebenen Kräfte l (Fig. 107), so wird Fig. 107. 

1^ = l + li, und man erhält: li'. l + l^ ji kA\ 

= Ki:Kj oder ^i -.l^K^: (K^ — JTj). 

Figur 107 zeigt ein Beispiel, wie zwei _____ 

Kräfte Ä^ und K^ dorch eine Kraft R ersetzt j.^ L. 

werden köimen. Das Entgegengesetzte von R 
würde Ky und K^ aufheben, d. h, hält man den Pnnbt C fest, so wird der 
' Körper durch K^ und K^ nicht in Bewegung gesetzt. 

Denkt man sich, Ki sei ursprünglich grösser als K^ gewesen, 
nähme aber ab und nähere sieh mehr und mehr K^, während K^ 
unverändert bleibt, so wird die Mittelkraft R kleiner und kleiner, 
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während zngleich l, sich for^esetzt vergrCssert. Im Grenz&lle, 
für Ki = K2 wird Ä = und ^, = oo. Die Zasammenaetzung 
zweier gleichen Parallelkräfte entgegengesetzten Sinnes führt also 
auf eine Mittelkraft von der Grösse Null, die aber in unendlicher 
Feme liegt. Eine in der Endlichkeit liegende Elraft von der Grösse 
Null hat keine Einwirkung auf die Bewegung des Körpers. Die 
jetzt erhaltene Erafl Null in unendlicher Feme aber bat eine 
Wirkung, weil ihr in Bezug auf einen Drehpunkt am Körper ein 
unendlich grosser HebeUnn zugehört, so dass ihr Moment zunächst 
in der unbestimmten Form ■ =« ersi-heint, wofür wir aber sebi- bald 
einen bestimmten endlichen Werth erhalten weiden. Dieses eigen- 
artigen Ergebnisses halber verzichtet man auf die Zusammensetzung 
zweier solchen Kräfte, nennt sie ein 
Kräftepaar und führt sie als eine ^'^J 

besondere Bewegungs - ü'rsache in die 
Mechanik ein. ^ ^ 

Wählt man in der Ebene des Kräfte- f^^ 
paares einen beliebigen Drehpunkt O 
(Fig. 108) im Abslande l( von einer 
der Kräfte K, so ist die Summe der Momente der beiden Kräfte 

m = — Kl,+ K{li + l) = Kl, 
d. h. äß ist von li, also von der Lage des Drehpunktes O unabhängig. 
Während bei sonstigen Kräften stets die Achse genannt werden 
moss, wenn die Momente eine bestimmte Bedeutung haben sollen, 
ist dies bei einem Kräftepaare nicht erforderlich. In Bezug auf 
jeden Drehpunkt in der Kräfteebene ergiebt sich das gleiche 
Moment Ki, man nennt daher l den Arm und Kl Hchlecbtweg 
das Moment des Kräftepaares. Den Drehnngssinn erkennt man am 
einfachsten, wenn man einen Punkt A der einen Kraft als Dreh- 
punkt ansieht. 

Der wesentliche Unterschied zwischen der Wirkung eines KräftepaareB 
und der Wirkung anderer Parallelkräfte besteht darb, dass ein Eräftepaar, 
weil es keine in der Endlichkeit liegeade Mittelkraft hat, auch dnrch keine in 
der Endlichkeit liegende Kraft W^ — B, etva durch Festhalten eines Punktes 
C, aofgehoben werden kann. In Figur 108 mag man den Drehpunkt wühlen, 
wie man will, immer wird das Kräftepaar den ESrper mit dem Momente Kl 
rechts honun in Drehung setzen, während in den Figuren 105 und 107 Punkte 
betir. C gefunden werden konnten, deren Befestigung die Drehwiiinmg der 
gegebenen Kräfte f, und A', Temichtet. 
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5. Zusammensetzung von Kräftepaaren. 

Sind in einer Ebene die Eräftepaare von den Momenten Kl 
und — Pa gegeben (Fig. 109), so kann man die im Punkte A sich 
schneidenden Kräfte durch eine Mittel- 
kraft B ersetzen und ebenso die anderen ^' 
beiden, welche sich in B schneiden. Die 
beiden Kräfte M sind gleich und ent- 
gegengesetzt, bilden daher im Allgemeinen 
ein Kräftepaar von Momant Rr. Wendet 
man den Satz der Drehmomente auf die 
in A sich schneidenden Kräfte an, bezogen 
auf B, so wird Rr=Kl~ Pa. Die 
beiden gegebenen Kräftepaare von ent- 
gegengesetztem Sinne lassen sich hiernach 
- durch ein einziges Kräftepaar ersetzen, 
dessen Moment gleich dem Unterschiede 
der Momente der gegebenen Kräftepaare, 
dessen Sinn mit dem des stärkeren Kräftepaares übereinstimmt. 
Fflr Kl = Pa entsteht Äi- = 0, d. h. r = 0. Die Kräfte R 
fallen dann in dieselbe Gerade und heben sich au£ Daratia folgt 
der Satz: 

Zwei in derselben Ebene wirkende Kräftepaare von 
gleichen Momenten und entgegengesetztem Sinne heben 
sich an f. 

Ist nun ein Kräftepaar Kl gegeben (Fig. HO), so kann man in 
derselben Ebene an einem beliebigen Punkte A zwei gleiche ent- 
gegengesetzte Kräfte P hinzufügen, ebenso im 
Punkte B. Wählt man die Lage der Punkte Fig- HO. 

A und B so, daas Pa = Kl, so hebt das 
Kräftepaar Pa mit negativem Drehsinne das 
gegebene Kl auf, und es bleibt ein Kräfte- 
paar Pa = Kl mit positivem Drehsinn übrig, 
welches mit dem gegebenen Kl gleichwertfaig 
ist, und man hat den Satz: 

Zwei in derselben Ebene wirkende Kräftepaare von 
gleichen Momenten und gleichem Drehsinne haben 
gleiche Wirkung. 
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Hiernach ist die Wirkung eines Erilflepaarea gar nicht von 
der Grosse der Kräfte K, von ihrer Eichtang und L^e, sondern 
nur von dem Momente, dem Drehsinne und der Wirkungsebene 
abhängig; ein Eräftepaar in einer bestimmten Ebene ist daher 
durch einen Drehungspfeil ^ ~i, und die Momentengrösse 3R 
genügend gekennzeichnet. Sind nun in der Zeichenebene mehrere 
Eräftepaare gegeben, etwa 5K, und 3^2 'On „. 

positivem, SKg von negativem Sinne (Fig. 111), ^_^ ^.^ 

so kann man sie zu einem einzigen Paare *^ '3ffj* 

vereinigen; hierzu wählt man einen Arm l =AB, \ * "aBj 

macht ^1 = äB, : / und stellt SRi durch zwei j^^ 

Eräfte K, dar, die an den Punkten A und B ' fit , 

angreifen. An denselben Funkten und mit 1^ 

gleichen Sichtungen kann man zwei Eräfle 
K2 = 9^2 = ^ anbringen als Darstellung von SRj, ebenso zwei 
Eräfte Ä'j = Sßg : ^ mit entgegengesetzten Richtungen. In A 
kann man die drei Eräfte X,, Jtj und K3 zu einer Mittelkraft 
jB = Ä", + ^2 — X3 zusammensetzen, ebenso an B. R und R 
bilden ein Eräftepaar von dem Moment 

SK = Ä ^ = Äj / + X, ; — K3 ; = 9)?i + aWj — 9Ä3 , 
woraus sich ergiebt: 

Mehrere in derselben Ebene wirkende Eräftepaare 
können zu einem einzigen Paare in derselben Ebene 
zusammengesetzt werden, dessen Moment gleich der 
algebraischen Summe der Einzelmomente ist 

War aJl, = la^kg; 2)}j = 34'»iK; SDIj = — 20 -»itK nnd wählt man 
i = 1 ", ao wird Ä", = 12 kg; K, = 24 >«; Ä", = — 20 iR, mitUn 
Ä = 1 2 4. 94 — 20 = 1 6 H! nnd das darans entsteheode 
Kräftepaar Sffl = 16 ^H. ^' 

Sind an einem Hohklotza (Fig. 112) die Tor- Yl"—^^ 

stehenden Griffe Ä nnd B in 0,i» ■" Entfernung ange- /^^ ^^\ 

bracht, ebenso C nnd iJ in 0,a ■» Abstand, nnd Übt man / /* [ \ 

an A und B mit den Händen die Eräfte 10 ^e aus, also / ^., Im 1 

daa Moment 10 ■ 0,ig^ l,!"^?, so kann man ganz die- 1 x, ) 

selbe Wirlning erreichen, wenn man an C nnd D ein Kräfte- \ """,, / 

paar, bestehend ans zwei Kräften von 8 ig, angreifen \, "pl/ 

lässt Das zweite Kräftepaar würde, in rcntgegen- -g^ 

gesetzter Richtung angebracht, die Wirkung des 

ersteren völlig aufheben, so dass der Körper sich so verhalten würde, als ob 

die Kriftepaare gar nicht vorhanden wären. In diesen Beziehungen wird nichts 
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Fig. 113. 



.>^ 
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geändert, wenn man djm Klotze etwa eine feste Drehachse, rechtwinklig zur 
Bildebene, giebt. Wo die Achse auch hegen mag, — gleichwerthige Kräfto- 
paare werden um diese Achse stete dasselbe Drehungshestreben haben, während 
gleiche entgegengesetzte Kräftepaare sich stets gegenseitjg tilgen werden. 

Aach in eine Parallelebene kann man ein Kriftepaar ver- 
schieben, ohne in der Wirkung etwas zu ändern. An einem starren 
Paratlolepiped (Fig. 1 1 3) seien die in 
den Punkten A und B der reehts- 
seitigen Stimebene angreifenden Kräfte 
K gegeben, welche ein Paar bilden. 
In den Punkten G und D der links- 
seitigen Stimebene, welche mit A nnd 
JB ein ßechteck bilden, füge man je 2 
gleiche, aber entgegengesetzte Kräfte K 
hinzu, dann hüben die jetzt vorhandenen 
6 Krälte die gleiche Wirkung, wie die 
beiden gegebenen. Die beiden Diagonalen des Keehtecks AB CD 
halbiren sich gegenseitig in £ Die in A und G angreifenden auf- 
wärts gerichteten Kräfte K kann man durch ihre Mittelkraft 1K 
im Punkte E ersetzen, ebenso die beiden in B und D angreifenden 
abwärts gerichteten. Da nun die beiden durch E gehenden KräR« 
2 K sich aufbeben, so bleiben nur noch die in der linksseitigen 
Stirnebene, bei D aufwärts, bei G abwärts wirkenden Kräfte übrig, 
welche dem gegebenen Kräftepaare gleichwertbig sind. 

Hat ein Körper 2 Anne AB und CB (Fig. 214), so ist es fOr 
die Bewegung von gleicher Wirkung, ob man mit den Händen in 
A und B oder in G und D angreift. 

Diese Betrachtung fährt dann mit 
den früheren Sätzen zu dem Ergebnisse: 

Kräftepaare mit parallelen 
Drehungs-Ebenen können dnrch 
ein einziges Paar ersetzt werden, [J 

dessen Moment gleich der alge- 
braischen Summe der Momente der geg 
ist und zu dessen Drehungsebene irgend 
gebenen .parallele Ebene gewählt wird. 

Hiernach gehSrt eine bestimmte Drehungsebene gar nicht zu 
den kennzeichnenden Eigenschaften eines Kräftupaares, sondern die 



Fig. 114. 
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Btchtnng seiner Drebungaebetie. Zwei andere Merkmale sind die 
Grösse des Momentes und der Drehungaaiiin, Diese drei 
lassen sich geometrisch mittels einer Geraden darstellen. Man er- 
richtet eine Rechtwinklige zu der gegebenen Drehnngsebene und 
bezeichnet sie als Achse des Kräftepaares. Jede zur Äcbsa 
rechtwinklige Ebene kann dann zur Drefaungsebene gewählt werden. 
Die Grösse des Momentes lässt sich nach irgend einem Malsstabe 
als Strecke anf der Achse abtragen (Fig. 115). Diese Strecke werde 
?on der Ebene aus auf der Achse in 
sokhem Sinne aufgetragen, dass wenn ^s- ^^^■ 

man von dem Endpunkte auf die Ebene 
blickt, der Drehsinn als rechtshemm 
erscheint. Der Endpunkt aber lässt 
sich kennzeichnen, indem man auf der 
Achse eine nach dem Endpunkte 
weisende Pfeilspitze anbringt. Das bei 
A wirkende Kräftepaar (Fig. 115) er- 
scheint, von oben betrachtet, rechts 
drehend, von der Unterseite der Ebene 

aber erblickt man das Spiegelbild mit der Drehung links herum 
(ebenso wie das Spiegelbild einer Uhr oder eine Uhr mit durch- 
scheinendem Zifferblatte, von der Kücksoite betrachtet, eine Links- 
drehung der Zeiger erkennen lässt). Daher muss der Endpunkt B 
der Achse A B oberhalb A liegen, durch eine aufwärts weisende 
Pfeilspitze also B als Endpunkt gekennzeichnet werden, während es 
fßr das bei C wirkende Paar gerade umgekehrt ist Es lässt sich 
nun weiter zeigen, dass die Zusammensetzung von Kräftepaaren auch 
in sich schneidenden Ebenen mit Hülfe ihrer Achsenstrecken nach 
denselben Segeln wie die Zusammensetzung von Einzelkräften erfolgen 
kann. Dabei bietet sich noch die Erleichterung, dass, während eine 
Einzelkraft eine bestimmte Lage hat, die Momentenachse an irgend 
einem Punkte der Drehungsebene errichtet werden konnte, sich also 
auch beliebig parallel verschieben lässt 

Es seien nun in zwei sich in der Geraden AB unter dem 
Winkel a schneidenden Ebenen E^ nod £3 (Fig. 116) die Kräfte- 
paare 3R, und 3^2 ^^^ ^^o durch die Drehungspfeile bezeichneten 
Drehnngssinnen gegeben. Man führe sie beide anf den Arm AB = l 
lurfick, so dass Ä", Z = 3)?i ; Ä'j Z = SKj . In ^ kann man ^1 
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and K^ zur Mittelkraft R zusammensetzen, welche mit .^i den 
Winkel ip bildet In B erscheint dann die {gleiche ent^^engesetzte 
Parallelkraft R, and man hat an Stelle der gegebenen Paare ein 
einziges mit dem Moment Rl. 

Wendet man aber anf die Achsenstrecken der Eräftepaare die 
Lehre von der Zusammensetzung der Kräfte an, so gelangt man zu dem 



Kg. 116. 




gleichen Ergebnisse. 
Eine Grundrissebene 
möge die Ebenen 
El und Ei recht- 
winklig schneiden, 
dann schliessen die 
Spuren s, und s, der 
Ebenen den Winkel 
a ein. Zeichnet man 
nun die Achse des 
Paares 2Ri , so wird 
diese nach dem 
früheren von C nach 
E gerichtet sein 

müssen; man mache C£= 9K,. Ebenso ist CD = 3ff, die Achse 
des zweiten Paares. Behandelt man OE=Wi und CJ9 = 3K. wie 
zwei Einzelkräfte, zeichnet aus ihnen ein Parallelogramm mit CF als 
Mittelkrail, so ist dieses Parallelogramm ähnlich dem aus .^i und S^ 
gezeichneten; seine Seiten haben die ^fache Länge des letzteren und 
stehen zu ihnen rechtwinklig. Daher ist auch CF= Rl, d, h. gleich 
dem Momente des resultirenden Eräftepaares und steht rechtwinklig 
auf der Ebene desselben. Von F aus betrachtet erscheint das Paar 
Rl rechts drehend; mithin hat CF alle Eigenschaften der Achse des 
resultirenden Paares 9K. und eine Ebene mit der Spur «s, rechtwinklig 
zu CF würde als Wirkungsebene yon ÜK gewählt werden können. 

Da das Gesetz vom Parallelogramm der Kräfte unmittelbar 
zum Parallelepiped -Gesetze führte, so muss letzteres audi für 
Eräftepaar- Achsen gelten. Danach sind auch die zur Zusammen- 
setzung von Kräften an einem Funkte auf S- 40 angegebenen Ver- 
fahren unmittelbar auf solche Achsen za übertragen. Oder: 

Kräftepaare in beliebigen Ebenen lassen sich wie 
Kräfte, die an einem Punkte angreifen, mit Hülfe ihrer 
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Achsenstrecken zusammensetzen, indem man letztere 
parallel an einen gemeinsamen Schnittpunkt ver- 
schiebt nnd wie Einzelkräfte behandelt 

ParallelTerschiebnng einer KritL Greift in einem Punkte 
Ä eine Kraft K an (Fig. 117), so kann man zwei gleiche entgegen- 
gesetzte K ia B hinzufügen; von den drei Kräflen bilden nun die 
ursprünglich gegebene nnd die entgegengesetzt 
hinzugeßgte ein Kräftepaar 2R = Kl, und 
ausserdem bleibt eine mit der gegebenen gleich- 
gesinnte "Kraft K übrig, welche um l gegen ( 
ursprüngliche Lage verschoben ist. Die Parallel- 
verschiebung einer Kraft K um die Entfernung l 
bedingt also die Binzufügung eines Paares Kl. 

Sind aber in einer Ebene eines starren KJfrpers 
eine Einzelkraft K in A mit dem Sinne aufwärts nnd ein Kräfte- 
paar 2ß gegeben t^ig. 118), so bringe man SR auf die Form 
W^Kl, lege die eine Kraft K des Paares so 
durch A, dass sie mit der gegebenen entgegen- 
gesetzten Sinn hat sich also damit aufhebt, und 
die andere in den Abstand AS=l=^'3!fl: K; 
dann bleibt letztere, durch B gehende Kraft K 
allein übrig. 

Ein Kräftepaar 33t setzt sieh also 
in derselben Ebene mit einer Einzel- 
kraft K zusammen zu einer Kraft K, welche um 
l = ^ : K gegen die gegebene Kraft K verschoben ist 





6. Zusammensetzung von Kräften im Räume mit ver- 
schiedenen AngrilTspunlcten. 

Greifen an einen starren Körper beliebige Kräfte Kj . . . K^ 
an (Fig. 119), von denen der Einfachheit wegen nur Ä"i und K„ 
gezeichnet werden sollen, so wähle man zum Zwecke möglichster 
Vereinigung derselben einen beliebigen Punkt A und füge in diesem 
zwei gleiche entgegengesetzte Kräfte K hinzu; dann bilden die 
gegebene K, und die entgegengesetzt hinzugefügte ein Kräftepaar^ 
dessen Drehungsebene durch K in P, und den Punkt A gegeben 
ist, and dessen Hebelarm ^i .der rechtwinklige Abstand der in Pi 
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wirkenden Kraft K, vom Punkte A iat Dieses Paar lässt sich 
durch aeine Arhse 3Si darstellen, welche wir durch A legen können. 
Ebenso verfährt man mit allen 
übrigen gegebenen Kräflen, zuletzt 
mit K^. Dann erhält man statt 
der g^ebenen, am KOrper zer- 
streut angreifenden n Kräfte: 
n Kräfte, deren Eichtang, GrJfsse 
und Sinn mit den gegebenen übev- 
einstlmmen, welche aber alle in 
dem gemeinsamen Schnittpunkte A 
angreifen, und ebenso viele Kräfte 
paar-Ächsenstrecken, die man 
sämmtlich von A ausgeben lassen 

kann. Die Einzelkräfte K lassen sich wie auf S. 40 zusammensetzen. 
Sind a^, <it ■ ■ . On die Neigungswinkel der gegebenen Kräfte gegen 
die positive iC-Richtung, ßi, A . , , yS, und ;',, y, • ■ • yn diejenigen 
gegen die i/-Ricbtung, bezw. ^-Richtung, so ergiebt sieb 

1) in der Linie AX eine Kraft X= 2" AT cos a, 

2) in ^r „ „ r= 2Ktaiß, 

3) in ^Z „ „ Z=i:Kcoay, 
welche sich zu 

4) It = Vx^ +Y^+Z^ 
mit den Kichtungs-Kosinusaen 

5) eo3a = Jr:R; cosyS= Y:B; cosy = Z:B 
zusammensetzen. 

Sind die Richtungswinkel der Kräftepaar- Achsen bezw. Ö,, 

El, j/i . . . Öb. Cn, >?«, 80 ergiebt sich 

in A X eine Achse SK, = 2' SR cos ö, 
„ AT „ „ m^ = l^m%e, 
„ AZ „ „ ^i = i:meosrj, 

welche sich zu einer resultirenden Achse 



6) SR = V^j + m^'^ + m.^ 

mit den Richtungs- Kosinussen 

7) cos <J = SK, : SÄ; cos e = Iß^ : 3R; cos »? = SW. : am 
Somit haben wir die beliebigen Kräfte zurück- 
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geführt auf eine resultirende, durch A gehende Einzel- 
kraft R und ein KrSftepaar vom Momente Wt. 

Die Kraft M ist ans den gegebenen Einzelkräften K rSllig 
bestimmt; die Kräftepaar -Achse SR ist aber noch nicht auf un- 
mittelbar gegebene Grössen zurückgeführt Es soll daher der 
beltrag einer der gegebenen Kräfte, etwa Ki, zu der Achse 3ß, 
näher bestimmt werden. 

Der Angriffspunkt M von ^i {Fig. 120) habe die Koordinaten 
^it 2/i< '^11 blus denen wir ein rechtwinkliges Parallelepiped zeichnen. 
Zerlegen wir K, in seine 

drei rechtwinkligen Sei- Kg- 120. 

tenkräftie nnd bringen 
auch in A dieselben 
Kräfte entgegengesetz- 
ten Sinnes an, so bilden 
die beiden Kräfte -Ä", 
cos^'i ein Paar, welches 
in einer Diagonalebene ^' 
ACHE wirkt Zur 
Vereinfechung fügen wir 
im Punkte B noeb zwei 
solche sich aufhebende 

Kräfte hinzu; die in A abwärts, in B aufwärts wirkende Kraft 
bilden ein in der ^^-Ebene wirkendes Paar, dessen Achse \n AY 
fiUlt, mithin zu 9Hj keinen Beitrag liefert Die in H aufwärts, 
in B abwärts wirkenden K^ cos y, liegen aber in der Seitenebene 
SC HF, haben von rechts aus betrachtet, positiven Drehsinn, so 
dass ihre Achse in der Grösse Kj cos y^ y^ auf der A X auf- 
zutragen ist. 

Auch zu den beiden Ki cos ßt fügen wir in B und C noch 
zwei sich aufhebende hinzu. Die eine hiervon bildet mit der in A 
angreifenden ein Kräftepaar in der Ebene ABCD, dessen Achse 
in die AZ fällt, also zu W^ keinen Beitri^ liefert; die in H und 
B angreifenden aber bilden mit dem Abstände i, ein Kräftepaar, 
dessen Drehsinn von rechts betrachtet negativ ist, dessen Beitri^ 
zu 3K, also ebenfalls n^ativ sein muss, nämlich — Äicos^e,. 

Die beiden in A und H angreifenden Kräfte ^i eos a^ liefern 
zu Wm keinen Beitrag, denn ihre Wirkungsebene ist die Diagonal- 

Keel, Micluuiit. 8 
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ebene AGHB, so dass die Achse in der yz-Ebene, mithiD recht- 
winklig zu AX liegt. 

Der gesammte Beitrag der Kraft Ki za Wti ist also 
Kl cos/i^j — Kl cos^i i| . 
Die Beiträge der übrigen Kräfte eigebeo sich in entsprechender 
Form, so dass im Ganzen 

8) "^1^= ZKvmyy — ZKtnsßx wird. 

In gleicher Weise erhält man für die anderen Bichtungen 

9) 8Wy = 2'Ä:co8a«— 2*Xco8y X und 

10) 'iR, = SK(it»ßx— 2KfM9ay. 

Hiermit ist die Aufgabe der Zasammensetzung der Kräfte gelöst 

Wx. 3Ü^ und 3R, bedeuteten die Achsen von Kräftepaaren; 
es ISsst sieb die Bedeutung derselben aber noch einfacher ausdrücken. 
Zu dem Zwecke wollen wir das Drehmoment der Kraft Ä"i in Bezug 
auf die Achse A X ermitteln. Wir kOnnen fQr dasselbe nach dem 
Satze der Momente (S. 100) die Summe der Momente der in H 
angreifenden Einzelkräfte K cos y^ , Kx cos ß^ und Ki cos a^ setzen. 
Die Seitenkraft K^ cos;- (Fig. 121) 
ki'euzt die A X rechtwinklig in 
einem Abstände y^, hat daher das 
Moment Ä"] cos^'ii/, , und zwar, von 
rechts gesehen, positiv drehend; 
K\ coa j9| krenzt die A X recht- 
winklig in einem Abstände Zj , und 
zwar, von rechts gesehen, negativ 
drehend, hat daher das Moment ^ 
— Kx cos ßx «I ; Ky cos a, aber ist 

mit A X parallel; hat also (nach S. 100) in Bezug auf AX kein 
Moment. Das Moment der ursprünglich gegebenen Kraft Ky in 
Bezug auf ^ X ist demnach Ä"i cos yx y\, — Kx cos ßx t^ , stimmt 
also mit dem Beitrage der Kraft K, zu der Kräftepaar-Achse 3K, 
flberein. Hiernach kOnnen die Kräftepaar-Achsen 3ß., 
SRy und ä)I, gedeutet werden als die Momentensummen 
der ursprünglich gegebenen Kräfte K in Bezug auf die 
Achsen AX, AY nni AZ. 



Fig. 121. 
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7, Centralachse einer Kräftegruppe. 

Die ZQBammensetznng einer beliebigen räumlichen Eräftegruppe 
bat anf M and 3R geführt, M ist einfach die Mittelkraft, die sich 
bei Parallelveraehiebung aller Kräfte an den Punkt A ergab, mithin 
unabhängig von der Wahl des beliebig angenommenen Punktes A. 
3Jt dag^en ist von den Koordinaten der Angriffspunkte der Ei^fte 
in Bezug auf ein durch A gelegtes Achsenkreuz abhängig, wird 
daher mit einer Verschiebung des Sammelpunktes A sich ändern. 
Hat man für einen angenommenen Sammelpunkt A die Mittelkraft 
Jl gefunden, so wird eine Verschiebung von A auf der Richtungs- 
linie von R keine Änderung von 9Ä zur Folge haben, weil man ja 
jeden Punkt dieser Richtangslinie als Angriffspunkt von Ä behandeln 
kann. Verschiebt man aber A nach einer ausserhalb M gelegenen 
Stelle, entsprechend einer Farallelverschiebung von R selbst, so 
mnss das zugehörige Achsenmoment 'iSl eine Änderung erfahren. 

Um diese Veränderung m{}glichst ein^b zu übersehen, wählen 
wir die Bichtungslinie der im Punkte A erhaltenen Kraft R zur 
,;-' Achse (Fig. 122) und legen durch R und 
die zQgehOrige von A aus gezogene Momenten- ^K- 123. 

achse 'SJi eine ^:-Ebene. 'ÜR bilde mit R 
den "Winkel /l. Will man nun die durch A 
gehende Kraft R mit einer gleichen Kraft 
R vertauschen, welche die ary-Ebene in 
einem Punkte P mit dem Abstände AP = r 
schneidet, so bringe man in P zunächst zwei 
sich aufhebende Kräfte R und — i2 an. 
Dann bilden R in A und — B in P ein 
Kräftepaar, dessen ^chse Rr in der xy- 
Ebene liegt nnd von AY am den Winkel a nach links abweicht, 
wenn AP mit AJTäen Winkel a bildet Dieses Achaenmoment 
Rr muss nun mit 3R zusammengesetzt werden. Zu dem Zwecke 
zerlegen wir SD! nnd Rr nach den drei Achsen und erhalten 

in der «-Achse: äW sin /i — Rr sin a, 
in der y-Achse: Ar cos a, 
in der .s-Achse: Wl cos ^. 
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Aus diesen Einzelmomenten entsteht dann das nene Gesammtmoment 

3D?i = f(W. sin Ji — Itrsm a)^ + {Rr cos a)» + (9K cos ÄJK 

Hiemach ist Wti^Wlcos X. Ks ist aber eine solche Terschiebnng 
Ton It, d. h. eine solche Wahl des Punktes P mOgUch, dass o = 90" 
und zugleich ßr sia a = Tt sin X wird. Dann fallen in der letzten 
Gleichung die von r und a abhängigen Summanden fort, und es 
wird einfach 

SD?i = a» cos /l. 

Weil nun allgemein 3Wi > 2R cos -i war, bei der ang^ebenen 
Wahl von r und a aber SKj = äJJ cos -1 wird, so ist unter diesen 
Umständen das sich ergebende Achsenmoment SER^ so klein wie 
möglich; und weil 3Ri gleichbedeutend ist mit dem in die s-Achse 
fallenden Uomente, während die in J.Xund ^F fallenden Momente 
aufgehoben werden, so ist SR^ nunmehr parallel der A Z, fSUt also 
mit der Richtung von R zusammen. a=90** 
bedeutet, dass P, der Punkt der neuen Ls^e von Fig. 123. 

R, auf A Y liegen muss, in einem Punkte Af, 
(Fig. 123), und zwar muss wegen 
Ar 8ina = 9Ä sin.^, 




die Farallelverschiebung der Kraft J2, nämlich der 
Abstand AAf, — r = '3itsiaX:R sein. Die dnreh 
^0 gelegte Richtungslinie von R heiast die 
Centralachse der gegebenen Eräftegruppe. Das 
Ergebnis dieser Untersuchung fassen wir noch wie folgt zusammen: 
Eine an einem starren Körper wirkende Kräfte- 
gruppe lässt sich auf unendlich viele Arten zn einer 
Mittelkraft R und einem Kräftepaar oder Achsen- 
moment 'SR zusammenfassen. Bei allen diesen Arten ist 
R nach Grösse, Richtung und Sinn dieselbe; nur ihre 
Lage ist verschieden; das Moment JW ist im Allge- 
meinen nach Grösse, Richtung und Sinn verschieden. 
Unter den verschiedenen Lagen von R giebt es eine, 
die Centralachäe der Kräftegrnppe, bei welcher das 
Achsenmoment so klein wie möglich wird und mit der 
Richtung von R zusammenfällt. 
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Steht die ursprfinglicli gefundene Momentenachse 2ß recht- 
winklig zu B, ist also -i = 90", so wird 5Ki = 3?I cos >1 = und 
r=31Z:if; d.h. in diesem Falle verschwindet das Achsenmoment 
SRi, nnd die gegebene KrSftegrappe hat 
sich auf eine Einzelkraft R zurückfahren 
lassen. 

Eine beliebige Eräft^ruppe iSsst sich 
auch stets auf zwei nicht in derselben 
Ebene liegende Kräfte zurückführen. Bt 
nämlich das Ei^ebnis der ersten Zusammen- 
fassung etwa R und SR im Punkte A 
(Fig. 124), 80 kann man M in die Faktoren 
P- r zerlegen, wobei man die eine Kraft P durch Ä legt, AB~r 
macht und — P durch B geben lässt. P und R kann man nun 
zu Ri zugamraenaetzen, so dass R^ und 
— P der gegebenen Kräftegruppe gleich- 
werthig sind. Dabei war die Grösse P 
beliebig gewählt. Macht man aber 
P= Rai\x /i, so mUt die Kraft R^ in 
die Richtung von SDt und bekommt die 
Grösse Ä cos -1 (Fig. 125}. während die 
durch B gelegte Kraft P = Rain X iat 
Hiernach ist die Zurückfübrung einer Kräftegruppe auf zwei im 
Ranme sich rechtwinklig kreuzende Kräfte möglich. 



Fig. 125. 




8. Zeichnerische Zusammensetzung von Kräften 
in einer Ebene. 

Kaben die Kräfte einen gemeinsamen Schnittpunkt, so findet 
man ihre Mittelkraft nach Grösse, Richtung und Sinn mittels des 
Kraftecks nach S. 41. Sind die Kräfte aber in einer Ebene 
zerstreut, so kann man jede an einen beliebigen, gemeinsamen Punkt A 
der Ebene verschieben, wenn man nur gleichzeitig ein Kräftepaar 
in der Ebene binzufägt Man erhält dann durch Zusammensetzung 
eine Mittelkraft R und ein Moment W. Beide lassen sich ersetzen 
durch eine einzige Kraft Ä, welche aber gegen den Punkt Ä um 
die Länge l = ^i R parallel verschoben ist Es wird also Grösse, 
Bichtung und Sinn vod R gerade so gefunden, wie bei Kräften mit 
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gemeinsamem Schnittptinkte, d b. mittels des Eraftecks, nnr die 

Lage der Mittelkraft in der Ebene ist noch besonders zu ermitteln. 

Dies erfolgt in der Figur der gegebenen Ricbtangslinien der Kräfte. 

In Fig. 126 sind links die Richtnngslinien der Eiitbe Ki bis 

K^ dargfötellt; auf diesen die Eraftgrössen durch bestimmte 

Längen anzugehen, hat keinen Zweck, weil die GrCssen der Kräfte 

im Krafteck ABCDEF (der rechtsseitigen Fignr) erscheinen. Die 

Lage der Mittelkraft 

f , , . , . Fig. 126. 

ergiebt sich nun in " 

folgender Weise: Ist 
L der Schnittpunkt der 
Bichtungslinien von X", 
nnd K^ , so muas durch 
diesen auch die Mittel- 
kraft B2 von K^ und 
Ä'a hindurchgehen, Ihre 
Richtung ist durch die 

Diagonale AG des 
Kraltecks bestimmt; 
zieht man also eine 
Parallele zu dieser 
durch L, so bat man 
damit die Lage von Äj. Der Punkt M, in welchem R^ die 
BichtuDgalinie von K3 schneidet, muss nun auch ein Punkt der 
Mittelkraft R^ Ton R^ und K^ (also auch von K^ , K^ und K^) 
sein; zieht man daher MN\\ AD, so ist Jf A' die wahre Richtungs- 
linie Ton A3. In derselben Weise legt man durch A' eine Parallele 
ZTi AE bis zum Schnittpunkte S mit der Kraft K^ und durch S 
endlich SQ, || AF, so ist SQ, die Richtungslinie der Mittelkraft R^ 
der gegebenen b Kräfte. 

Der Linienzug LMSSQ heisst das Seileck (Seiipoljgon) 
der g^ebenen Kräfte, weil er, wie weiter unten gezeigt werden 
wird, die Gleichgewichtsform eines bei Q befestigten, biegsamen 
Seiles darstellt, an welchem die Kräfte Ky bis K,, in den Knoten- 
punkten L, M, N und S angreifen. 

Es ist besonders zu beachten, dass in der Seileck%ur keine 
KraftgrCssen dargestellt sind, sondern nur Richtungslinien von Kräften. 
Die Grösse der Kräfte findet man im Kratteck. 
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Wie man im Krafteck nicht nur die Mittelkraft aller ge- 
gebenen Kräfte, sondern mit Hülfe der Diagonalen auch die Mittel- 
kraft YOn jeder anderen Theilgruppe auf einander folgender Kräfte 
nach Grttsse, Richtung und Sinn findet, so bestimmt das Seileck 
auch deren Lagen mittels der Schnittpunkte der Seileckseiten 

Ist L MNSQ (Fig. 1 26) ein zu den Kräften j^i bis K^ ge- 
zeichnetes Seileck {welches man sich durch Hinzufftgung weiterer 
Kräfte noch beliebig fortgesetzt denken kann). si> bedeutet irgend 
eine der Seiten die Kichtiingslinie der Mittelkraft aller voraus- 
gehenden Kräfte. So ist z. B. Äa (in XJlf liegend) mit Ä", und K^ 
gleichwertbig, was wir schreiben 7^2 — ^n ^2- ^enso ist irgend 
eine andere Mittelkraft, z. B. S^ (in SQ li^end) mit Ky bis K^ 
gleichwerthig, d. h. 

Ji^ = /C| , XL2 , ■A3 , A^ , Ag • 

Ersetzt man auf der rechten Seite K^ und K^ durch R^ > ^'^ entsteht 

^3 , Ki und Ki sind 3 im Kraft- und Seileck auf einander folgende 
Kräfte, die zwischen den Seiten ZJf und SQ liegen; bezeichnet 
man deren Mittelkraft (die im entsprechenden Krafteck leicht als 
die Di^onale CF nach Grösse, Richtung und Sinn zu finden ist) 
mit P, und ersetzt K3, K^ und Kt, durch diese, so wird R^^ E^, P. 
Wenn aber eine Kraft die Mittelkraft zweier anderen R^ und P 
ist, so mfissen alle 3 einen gemeinsamen Schnittpunkt haben, und 
weil der Schnittpunkt T von Ä; und R^, d. h. der Schnittpunkt 
der Seiten LM und SQ, gegeben ist, so muss auch die Mittelkraft 
P durch diesen Punkt 2* gehen; oder: Die Mittelkraft meh- 
rerer im Seileck auf einander folgenden Kräfte geht 
durch den Schnittpunkt der diese Kräfte einscfaliessen- 
den Seilseiten. 

Die erste Kraft K^ im Seileck kann man sich aucb schon als 
Mittelkraft etwaiger vorausgehender Kräfte denken; es kann daher 
die Richtungälinie der ersten Kraft auch schon als eine Seite des 
Seilecks im Sinne des obigen Satzes aufgefttsst werden.' Die Mittel- 
kraft von K2 und K^ muss hiemach z. B. durch den Schnittpunkt 
von K^ mit MN gehen. 

Diese Eigenschaft der Schnittpunkte der Seiteckseiten ist von 
besonderer Wichtigkeit f^r die Zusammensetzung von Kräften, welche 
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SO li^en, dass ihre Scbnittpankte für die Zeichnung nicht beqnem 
oder überhaupt nicht benutzbar sind. In solchem Falle wflrde das 
auf S. 118 beschriebene Verfahren zur Zeichnung eines Seilecks, 
welches in dem Schnittpunkte L zweier Kräfte beginnt, nicht an- 
wendbar sein. Diese Schwierigkeit kann man nun aber umgehen, 
indem man der gegebenen Kräftegruppe K^ bis K^ irgend eine 
beliebig gewählte Kraft T, welche Ki in einem passenden Punkte 
L schneidet, Torausgehen lässt. 

Sind also Kl, K2, K3 gegeben (Fig. 127), welche das Krafteck 
ABCD mit AD als Mittelkraft Ü, liefern, so wählt man, weil 




in der rechtsseitigen Lagenfigur der Kräfte ein bequemer Schnitt- 
punkt irgend zweier der gegebenen Kräfte nicht vorliegt, auf K^ einen 
Punkt L und legt durch diesen eine Kraft T von beliebiger Grösse 
und Richtung, im Krafteck durch OA dargestellt. Es ist nun O 
der Anfangspunkt des gesammten Kräftezuges; die Mittelkraft von 
T und Kl wird durch die Strecke OB dargestellt und niuss durch 
L hindurch gehen. Zieht man also /.Jf |1 OB, so ist LM die auf 
T und Kl folgende Seiieckseite. Ebenso zieht man MN \\ O C, 
NP \\0D. Die Mittelkraft A3 von Ki, K^ und Ä'3 muss nun nach 
S. 11 9 durch den Schnittpunkt der diese Kräfte eiDschliessenden Seiten 
des Seilecka gehen, wobei die erste Kraft T als die der Kräftegruppe 
vorausgehende Seite zu betrachten ist, während NP auf die Gruppe 
folgt. Die Richtung von T schneidet NP in P, so dass R^ durch 
P gelegt werden muss, u. zw. parallel mit AD. Der Punkt O 
heiast der Pol des Krafteeks, die von ihm ausgehenden Geraden 
nach den Endpunkten der gegebenen Kräfte heissen Polstrahlen. 

K^ = — A3 bedeutet diejenige Kraft, welche Ki , K^ und K^ 
aufheben wfirde. 
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Das TOrstebend beschriebene Verehren \iaat sich selbstrerständ- 
lieh anch auf Farallelkräfle anwenden. Der Eräftezng der gegebenen 
Erftfte im Krafteck wird dann zu einer Geraden. 

Soll die Mittelkraft von nur 2 aufwärts gerichteten Parallel- 
krSften Kj and A'^ gesucht werden (Fig. 128), von denen Kj durch 
einen Punkt ß geht, während K^ rechts davon 
bei S liegt, so zeichne man aus AB = Ä"i Fig- 138, 

und ß C = Jf^ das Krafteck. Wählt man dann 
den beliebigen Pol O (etwa der Mitte von ^ 
gegenüber), so bedeutet OA die hinzugefügte . 
Kraft T, deren Lage man durch den Punkt D 
fuhren kann. 7>jP ist dann die liichtungslinie 
der ersten Seileekseite, J) M \\ B die zweite, 
MP II C die dritte. Durch den Schnittpunkt P 
der ersten und dritten Seite geht die Mittel- 
kraft B. 



= A'i Fig. 138. 

dann ib- t^ 

■""TT y 

kt -D X ! / ./' 






Schneidet Ä die Seite DM iin Punkt <V, so ist DNP CO OAB 
mithin DN : NP = OB : AB = OB : Ki\ ebenso wird M N : NF — OB-.K^ 
also DN : MN ^ K^ : Kj , ftbereinstinunend mit S. 103. 



Fig. 129. 



Soll umgekehrt eine Kraft B, welche nach Grösse, Richtung, 
Sinn und I^age durch CD (Fig. 129) gegeben ist, in zwei parallele 
Seitenkräfte Ki und ÄTj zerlegt werden, deren Lagen durch A und B 
gehen sollen, so kann man den Punkt A 
als Pol und CD als Kräflezug des 
Kraftecks benutzen. ^Cund AD sind 
dann die äussersten Polstrahlen, während 
der mittlere noch unbekannt ist. AC 
ist zugleich die erste Seite des Seileckj, 
GB II AB die letzte. Dadurch ist als 
mittlere Seite des Seilecks AB gefanden, 
und weil A der Pol, so ist AB zu- 
gleich der verlängerte mittlere Polstrahl, 
der CD in dem Punkte T schneidet. T theilt sodann die Kraft 




B = CD in CT= K,, welche I 
welche durch B geht 



äi A liegt, und in TD = K^, 
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9. Zusammensetzung von Parallelkräften gleichen 
Sinnes im Räume. 

Ist (Fig. 130) Ol = Oj . . . = a„ = a, 



>sy£K, 



Fig. 130. 



7i = /2 ••■=;'» = 

80 wird nach S. 112 

X=cosa2'^; F=c08j92'Jirj 
mithin R = S K 
für die bei der Zurückführung auf den Punkt A sich ergebende 
Einzelkraft. Ausserdem entstehen nach S. 114 die Achsenmomente: 
m, ■= fiüs y X Ky — cos ßXKz, 
SR, = cos a 2' Kz — cOBy iKx, 
SRj = cos ß 2' Kx — cos a X Ky. 
Die Parallelkräfte müssen sich aber auch auf eine Kraft 
B BB S JC ohne Aclisenniomont znrückfQhren lassen; denn irenn 
man die Parallelkräfte der Reihe nach 
Tcreinigt, gelangt man stets zu einer 
Einzelkraft; es kommt nur noch darauf 
an, deren Lage aufzufinden. Ein Punkt 
S derselben werde durch die unbe- 
kannten Koordinaten ^q, y^,, z„ be- 
zeichnet Diese durch den Punkt S 
gehende Einzelkraft R muss nun 
gleichwerthig sein mit dem Ergebnisse 
der ersten Zusammensetzung mit Hülfe 
des Punktes A, oder, weil die Achsen- 
momente nach S. 114 gleichbedeutend 

sind mit den statischen Momenten der Krftfte in Bezug auf die 

Koordinatenachsen, so muss die in S angreifende Kraft R, welche 

in die Seitenkräfte Ä cos a, R cos ß, R cosy zerlegt werden kann, 

die statischen Momente 'HJl^, äKy, ÜTf, haben. In Bezug auf AJC 

bat R C03 y das Moment Ä cos / y^, R cos ß das Moment 

— Rcosßzo, Rcosa das Moment Null. Daher muss sein: 

R (xsyy^ — R cos ß !^ = eos y X Ky — cos j8 2" Kg ; 

R cos az^ — R cos^'iro = cosa 2! Ki — coa y X Kx; 

R cos ßxQ — R cos ay^ = cos ß 1' Kx — cos aJ^Ky. 
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Diesen Gleichungen wird geollgt durch Rxf, = SKx; 
Mj/q = SKy; Bz^ = l'Kz; denn durch Einsetzung dieser Werthe 
werden beide Seiten der drei Gleichungen einander gleich. Die 
Koordinaten des Punktes S werden hiernach 



1) 






Da diese Werthe ganz unabhängig von den Richtungswinfeeln 
a, ß, y der gegebenen Kräfte, nur abhängig sind von den EraftgrSasen 
K und von den auf ihren Richtungs- 
linien gewählten Angriffspunkten {der 
Koordinaten w, y, z), so bleibt S un- 
verändert, wenn die Parallelkräfte K 
sich um die Angriffspunkte P drehen. 
Während einer solchen Drehung der 
gegebenen Parallelkräfte {Fig. 131) 
dreht sich also die Mittelkraft R = SK 
nm den Punkt S, welcher ans diesem 
Grunde der Mittelpunkt der in 
den Punkten P angreifenden Parallelkräfte heisst. 




10. Mittelpunkt der Massen (Schwerpunict) eines 
starren Körpers. 

Es möge die Gruppe der Parallelkrälte gleichen Sinnes derartig 
über die Masse des KSrpers vertheilt sein, dass an jedem Massen- 
theilchen eine der Masse verhältnisgleiche Kraft angreife Dann 
kOnnen die an den Massentheilchen m^, m^ ■ . . m^ auftretenden 
Kräfte geschrieben werden: n*,;»; m^p . ■ ■ m„p. Es würde dann 
p die gemeinsame Beschleunigung sein, welche die Massentheilchen 
durch die Kräfte erfahren würden. 

Die Ahsisse des Mittelpunktes S dieser Parallelkräfte ist dann 
^0 = - ji --■■; die Bedeutung der 2'-Zeichen erhellt aus der Form: 



^0 



mipXi + m^px2 + . . . Ttinp^ 
m^p + m^p + . . . wntnp 
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hierin hebt sich dann p als gemeinaatner Faktor im ZShIer nnd 
Nenner fort, und es bleibt: 



Xq = 



ii a^i + m^o'i -r- ■ 



i 4- nij + , 






Ebenso yo = - 



^- z =- 



Kg. 132. 




Der so gefundene Mittelpunkt S ist ganz unabhängig von der 
Beschleunigung p, d. b. von der GrOsse der Kräfte, er wird lediglich 
bedingt durch die Massen der einzelnen 
Theilchen und ihre Koordinaten, d. h. 
durch die Massenvertbeilung des 
Körpers. Der Mittelpunkt solcher 
Kräfte, die sich gleichmässig Ober die 
Masse eines Körpers vertheilen, heisst 
deshalb der Massenmittelpunkt 
des Körpers- 

Einen besonderen Fall solcher 
Kräfte bilden z. B. die Schwerkräfte. 
Bei solchen ist p = g und die Rich- 
tung lothrecht abwärts. Der Massen- 
mittelpunkt eines Körpers ist daher auch der Mittelpunkt der 
Schwerkräfte und heisst deshalb der Schwerpunkt Wird der mit 
dem Achsenkreuze fest verbundene Körper g^en die Richtung des 
Lothes verdreht, so bleiben fär jeden Massenpunkt die Werthe m, 
w, y und z unverändert, die Kichtnngen der Kräfte aber bleiben 
lothrecht und verdrehen sich dabei gegen das 'Achsenkreuz. Diese 
Verdrehung hat aber auf den Schwerpunkt S keinen Einfluss. 

Der Schwerpunkt eines Körpers ist der Durch- 
schnittspunkt der verschiedenen Richtungslinien des 
Gesammtgewichtes des Körpers bei verschiedenen 
Drehlagen desselben. 

Nennt man die Gesammtmasse Im des Körpers einfach M, so 
ist das Gesammtgewicht Mg, und dieses gebt immer durch den 
Schwerpunkt S hindurch, wie auch der Körper bewegt werden m^. 

Die Gleichungen für die Koordinaten des Schwerpunktes kann 
man auch schreiben: 
1) Ztnx = MX(,\ Imy = My„; Zm» = M»,,. 
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Der Äosdrack Xmx wird erhalten, indem man jedes Massen- 
theilchen m mit seinen) Abstände von der jr^-Ebene multiplicirt 
nnd diese Produkte zusammenzählt. Ein Produkt dieser Art, mx, 
heisst das statische Moment der Masse m in Bezog auf die yz- Ebene; 
^^0, bei dem man sich die ganze Masse des K9rpei3 im Schwer- 
punkte vereinigt denkt, faeisat das statische Moment der ganzen 
Masse. Dieselben Beziehungen, welche fär die j/z-Bbene gelten, 
sind auch für die anderen Koordinaten-Ebenen gOltig, und weil die 
Koordinaten -Ebenen ganz willkflrlich angenommen werden kt^nnen, 
so gelten sie Oberhaupt für jede Ebene. Daher folgt der Satz: 

Das statische Moment der ganzen Masse eines 
Körpers ist gleich der Momentensumme der einzelnen 
Theile in Bezug auf irgend eine Ebene. 

Kann man die Masse eines Körpers in zwei Theile Mi und 
Ml zerlegen, deren Schwerpunkte Si und &2 schon bekannt sind, 
also auch deren Koordinaten ^,, y^, z^ bezw. 
i^2. 3/a. h (F'&- 133), so ist der Beitrag der Masse ^K- ^^■ 

Ml zur Momentensumme ^mx nach vorstehendem 
Satze M^X], derjenige der Masse M^ aber M2X2, 
und es wird 






2) {Ml + M^xa = MiXi -\- M^Xi- 

Stellt die Gerade YZ die zur Bildebene 
rechtwinklige yz- Ebene dar, so ergiebt sich ferner 
leicht, dass der Gesnmmtschwerpunkt S auf 
der Geraden S^S^ liegen muss. Denn denken wir uns die 
Bichtung der Schwere rechtwinklig zur Zeichenebene, so bilden 
Mig und M2g zwei Parallelkräfte, deren Mittelkraft in ihrer 
Ebene (mit der Spur SjSj) liegen muss. Dreht sich die Richtung 
der Schwere, so drehen sich Mxg und M2g um Sj und Äj, ihre 
gemeinsame Ebene dreht sieh um Ä, S^, daher muss S in S, ^ 
liegen. Ist also der Körper in zwei Massentheile .^1 nnd Mi zer- 
legt, so genügt schon die eine Gleichung für xq zur Bestimmung 
von S auf SiSj. Da bei der Zusammensetzung zweier Parallel- 
kräfte gleichen Sinnes die Mittelkraft zwischen beiden li^t, und 
ihre Abstände von den beiden Kräften sich umgekehrt verhalten wie 
die Kraft«, so ist das Verhältnis dieser Abstände: 

SSi : SSi = M^g : M^g = M^: Mi. 
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Fig. 134. 



sk'' \W^ 



Hiernach kann man S leicht finden, indem man (Fig. 134) 
durch Si und S2 beliebige Parallelen zieht and auf ihnen die 
Grössen M^ bezw. Jfj (d. h. die vertauschten 
Massen) ab Längen nach entgegengesetzten Seiten 
anftrSgt Die Verbindungsgerade der Endpunkte 
Bcbnmdet dann Si Sj in S. 

Legt man die j/;- Ebene so, dass die Theil- 
schwerpunkte zu beiden Seiten der Ebene liegen 
(Fig. 135), so haben ^1 und xj verschiedenes Vor- 
zeichen, und es ist Mxa ^ M2X2 — MjXi ^ ^mx- ' ~' 
Ist die y/-Ebene dann noch so gelegt, dasa Mxx^ = M^xi, so 
wird Jf^a^o = Z'm a:' = , mithin aj^ = 0, d, h. der Schwerpunkt 
li^ in der ^i/-Ebene, daher der vielfach anzu- 
wendende Satz: 

In Bezug auf eine den Schwerpunkt 
eines Körpers enthaltende Ebene ist 
die MomentensQmme seiner Massen- 
theile gleich Null, und umgekehrt 

Ein Körper, dessen Masse M sich gleich- 
ftSrmig üher seinen Bauminhalt V rertfaeilt, heisst 
homogen. Das Gewicht y der Baumeinheit 
(des Kubikmeters) heisst (S. 55) die Dichte 
des Körpers; diese i^t bei einem homogenen 
Körper überall gleich. Das Gewicht des ganzen Körpers ist 
Mg=yy, das eines Baumtheilchens dV ebenso mg—ydV; 
mithin sind die Massen M •= Vy : g bezw. m = dVy : g . In den 
Gleichungen fSr den Schwerpunkt heben sich dann die allen Gliedern 
gemeinsamen Faktoren y : g fort, und es bleibt 

3) Vxa = SdVx, 

indem statt des Zeichens 2* hier das gleichbedeutende /-Zeichen 

gesetzt ist. 

Eine Ebene, die einen homogenen Körper in zwei symmetrische 
Hälften tbeilt, enthält den Schwerpunkt, weil in Bezug auf .sie 
SdV-x = ist 

Sehwerpunkte von Linien. Hat der homogene Körper die 
Gestalt eines dünnen Stabes von äberall gleichem Querschnitt F, 
so ist, wenn die Länge des Stabes s, diejenige eines Theilchens ds. 
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F= J"«, dV= Fds. Es bebt sich dann der gemeinsame Quer- 
schnitt F in allen Gliedern fort, und man hat für einen solchen 
Stab, den man materielle Linie nennt: 
4) exo = Jds • x; 

and fllr die anderen Richtungen entsprechend. 

Der Schwerpunkt einer geraden Linie liegt selbstverständlich 
in der Mitte. 

Bei einer gebrochenen Linie kennt man die Schwerpunkte S, , 
iSj der einzelnen Theile und deren Koordinaten. Es ist dann 

(«I + «2 -1- . . ■) ^0 = «1 ■^l + *2^2 + • • ■ 

D«r Schwerpunkt eines Kreisbogens vom Halbmesser r und 
dem Centriwinkel 3 a liegt auf der Mittellinie (Fig. 136), zu suchen 
ist nur AS = xo. Das Theilcben de = rdd, 
bei P gelegen, hat von der durch A gelegten ^^- ^^^■ 

lothrecbten yz-Hhene den Abstand x = ÄQ, 
= r cos 1?, Es ist » = 2 r a, und es gilt die 
Gleichung „ + a 

2raxo = r^\cos&d'6. /\^" 

J-« ^^- 

Denn zählt man deii positiven Winkel d nach 
oben, so entspricht dem unteren Endpunkte i> '-s 

der Winkel i?= — a. Jedoch sind die Bei- 
träge der beiden Hälften des Bogens zur " 
Momentensumme gleich gross, ao dass man zwischen i9 = und 
d=a integriren und das Ganze mit 2 multipliciren kann. Weil 
aber rfsin ö= cos örf^J, so ist J'cos ödd= sin i?, also 



irax^ - 



^ I sin ö 1 = 



Sr^sin a, oder 



5) 



2 r sin a 



" a 2ra 

Weil nun 2 r sin a = der Sehne BD, ira = dem Bogen 
BD, so kann das Ergebnis auch geschrieben werden: 

Xo:r= Sehne ; Bogen. 
Ffir einen sehr kleinen Bogen ist die Sehne gleich dem Bogen, 
daher xq = r; fftr einen Halbkreisbogen aber a= Va w; sin 



1, 



mithin iüo ■■ 



(annähernd 73 r) . 
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Sehwerpimbte ron Fläehei. Hat der homogene Körper die 
Gestalt einer ebenen oder gekrümmten Platte F von öberallgleicher 
Dicke d, so wird F— df, dV= bdF, mithin 

6) -Fa^o = /d-P X. 

Eine solche Platte nennt man eine materielle Fläche. 

Der Schwerpunkt der Fläche eines regelmässigen Vielecks li^ 
natflrlicb im Uittelpnnkte. 

Eine Dreieekfläehe (Fig. 137) lässt sich in sehr riele Streifen, 
parallel zur Grundlinie AB, zerlegen. Weil deren Schwerpunkte 
sämmtlich auf der Mittellinie GI> 
liegen, so muss diese auch den ^' 

Schwerpunkt 8 der ganzen Fläche * /iV 

enthalten. Mit demselben Bechte y \ Nö 

gilt dieses von der Mittellinie AE. /h k/''----'^^ 

Folglich mnss der Schnittpunkt y ''''-'\f\ / ^v 

der Mittellinien der Schwer- j^" '^ ' j^' -- ^ v 

pnnkt S sein. 

Da das Dreieck anr eiaen Scbwerpoukt haben kann, so liegt bieiin 
nebenbei der Beweis dea geometrischeii Satzes, dass die 3 Mittellinien eines 
Dreiecks sich in einem Pnnkte schneiden. Wegen den innigen Beiiehnngen 
zwischen Geometrie nnd Mechanik kommt es nicht selten vor, dasa Sätse der 
Mechanik in einfacher Weise zur Lösong geometrischer Aufgaben benutzt 
werden können. 

Zieht man 7>£, so findet man leicht, dass Z>jE^ || -^ O nnd 
J>E = ^/iÄC, daher in den ähnlichen Dreiecken SAO und SED: 

SCiSD = AC:DE=- 2:1, 
oder es liegt 8 im unteren Drittelpankte der Mittellinie CD. 
Nennt man h das Höhenloth von C auf AB, y^ das Loth von 8, 
so wird offenbar 

7) l/o = '/3A- 

Zieht man 8F^ AB, so muss auch BF = \h BG sein, und 
ebenso, wenn SG^AC, auch CG=*/3 BC. Man kann daher 5" 
auch bestimmen, indem man BG in 3 gleiche Theile zerlegt, durch 
den Tfaeilpunkt F eine Parallele zur nächsten Seite AB, durch 
den Tbeilpnnkt G eine Parallele znr nächsten Seite GA zieht 
Beide schneiden sich dann in 8. 
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Kg. 139. 



Das Trapez lässt sich, wie das Dreieck, in lanter Streifen, 
parallel den Gnindlinien a und b zerlegen, weshalb der Schwerpunkt 
auf der Mittellinie des Trapezes li^en mnss. Um seine Höhenlage 
zn finden, zerlege man das Trapez (Fig. 138) durch eine Diagonale 
in zwei Dreiecke 

ACI> = Fi, ABG= Fi. 
Von AB = a aus geraessen, sind dann 
die Hohenabstände der Theilschwerpnnkte 
yi = Vs A ; 3/2 = V3 A. Nach der Gleichung 

wird dann 

V> {a + h)hy^ = Vi bk - Vs A + Va ah ■ '/a h oder 

8) [a + 6)^0 = ~{2h+a) und 3/0 = 4 ^^^- 

o 6 a -\- b 

Zur geometrischen Konstruktion {Fig. 139) verlängert man die 
Seite & um d, die Seite a nach der 
anderen Sichtung um b. Die Ter- 
bindungsgerade der Endpunkte der 
Verlängerungen schneidet dann die 
llittellinie in iS. Es is nämlich in 
den ähnlichen Dreiecken SEO und 
SFB 

SF: SF = FB:EG = ib + yio): (a+ i/3b)^(a + 2b) : (2a+b), 
mithin SF : EF = SF : {SE + SF) oder 
SF : EF = (a + 2b) : (a + 2b + 2a + b) = i2b + a) : S{<i + h). 

Dies stimmt mit dem Verhältnis ^q : k überein, mitbin ist 
die Konstruktion richtig. Trägt mar aber die Verlängerung a nach 
rechts, die Verlängerung b nach links auf (Fig. 140), so muss das 
Ergebnis das gleiche sein. Man braucht 
daher die Mittellinie gar nicht, son- 
dern verlängert b nach beiden Seit«n 
um a, d nach beiden Seiten um b, 
verbindet die Endpunkte der Ver- 
längerungen kreuzweise, so schneiden 
sich die Verbindungsgeraden in 8. * " ' " 

Obige sehr einfache Konstruktion beanspracht viel seitlichen 
Baum. Sollen die Konstruktionslinien ganz innerhalb des Trapezes 




Fig, 140. 
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bleiben, so kann man folgende Eigenschaft des Schwerpunktes 

benatzen: Nach obigem liegt S auf der Halbimngslinie, u. zw. i) 

8F:EF={2b + a):d{a+b). Man 

ziehe (Fig. 141) die Dii^nale AO und Fig. 141- 

dazu durch S eine Parallele SH. 

Zieht man dann noch ÜG || EF, so ist 



AHSF'^ACG. Mithin HF: AG / y^s 

= SF-.CG und wegen CG = EF: / X^ \ 



HF SF '2b + a 



HF 



AO EF ^ia + b)' 
Weil aber AO = y2{a + b), so wird 

2b + aa+b _ 2h + a _b a a _ a _ a — b 
''5{a + b} ~2 6 ~"3 ■*■ 2" ~ ¥^ 's ~3~" 

Da nun AF ^ ^l^a, so muss AH= V3(a — b) sein. Man ziehe 

also (Fig. 142) I>J\\ GB, so dass AJ •= a — 6, theile dieses in 

3 gleiche Theile, dann ist AH— '/3{a — b). Nnn zieht man durch 

H eine Parallele zur Diagonale AG, so 

schneidet diese Parallele die Mittellinie J' 

EF in S. Macht man SK = AH V-.^ \ ^.-'\ 

= '/s (** — '') ' 80 rouss eine durch K I \ ^Sc^ \ 

gezogene Parallele zur anderen Di^onale / V/Sr-^'^. \ 

BJD mit demselben Rechte durch S ,k^ < \ 'S^A, 

J jj j p K 

gehen. Zieht man also diese Parallele 
KS durch K, so hann man die Mittellinie entbehren. 

Dieses Verfahren rührt von Prof. G. Lang (Eig^sohe Industtie-Ztg. 1883, 
S. 126) und Prof. Eob. Laod (Centralblatt der Banverwaltong 1894, 8. 458) her. 
Vergl. auch Zeitschrift des Hannov. Arch.- nnd Ing. -Vereins 1895, S. 115 — 117. 

Schwerpunkt eines beliebige! Vierecks. Man theilt das 
Viereck (Fig. 143) durch die Diagonale BD in 2 Dreiecke, halbirt 
die Diagonale in M, zieht AM und CM, so liegen auf diesen die 
Theilschwerpunkte S^ und S^ mit MSi = '/s MA ; MS^ = '/s MC. 
Aus diesen Verhältnissen folgt, dass Si S^ 11 AG sein muss. Theilt 
man das Viereck ein zweites Mal durch die Diagonale AC, so 
ergeben sich die Theilschwerpunkte 83 und A4, u. zw. muss die 
Verbindungsgerade S^S^ \\ BD sein, geradeso wie S1S2 H AC war. 
Der Gesammtscbwerpunkt S des Vierecks muss nun im Schnitte 
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Fig. 143. 




Ton S1S2 mit SsSi U^en. Zieht man nun durch 'i> und O 
Parallelen zu AC bezw. BD, und schneiden sich diese in F, 
so muss die Verbindung^erade 
FF durch S gehen, und es 
muss E8=^lzEF sein, da 
JSSi = Va-EZ». ESi = */3EC, 
S,S H BF, SiS II CF. Denkt 
man sich aber ÄF und BF ge- 
zogen, so würde der Schwerpunkt 
eines Dreiecks .^Bi*" im unteren 
Drittelspunkte von EF liegen, d.h. 
mit S zusammenfallen. Hiernach 
ist der Schwerpunkt des Vierecks 
ABCD gleichbedeutend mit dem- 
jenigen des Dreiecks ABF. Um ihn zu finden, ist es in diesem Falle 
wohl am einfachsten, die Seite ^B in drei gleiche Theile zu theilea 
(F^. 144), DF H AG, CF \\ BD, 
GS II AF, HS n BF zu ziehen. 

Die Theilsehwerpunkte Si bis 
St in Fig. 143 haben also nur zur 
Herleitung des Verfahrens gedient, 
sind aber ftir die Ausführung un- 
nöthig. 

Dies Verfahren rflhrt von 
Prof. Rob. Land (Zeitschrift des 
Arch.- u, Ing.- Vereins zu Hannover 
1895, S. 451) her and kann auch 
fSr Trapeze angewendet werden. 



Fig. 144. 



A. 



da es ebenso einfach ist, wie die in Fig. 141 und 142 (8. 130) 
angegebenen Verfahren. 

Schwerpunkt des EreisansschnitteB. 

Schliesst der beliebige Halbmesser A P 
(Fig. 145) mit der Mittellinie A G den 
Winkel & ein nnd ist PQA ein unendlich 
kleiner Ausschnitt vom Centriwinkel rfd, so 
ist dessen Fläche dF =^lir- rd^; der Theil- 
schwerpnnkt Äi liegt um Vs *" von A entfernt 
und hat die Abseisse 4Q=V3»'C03Ö. In 
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Gleichung 6, S. 128 bedeutet dF freilich ein nach zwei Richtungen 
anendlich kleines Flächentheilchen, doch kann man als Beitrag des 
Sektors FQA zu dem statischen Momente schreiben PQ,AAQ. 
Dann ist 







F^o = 


^lf^...= 


2 
3 "■ 


sina 




und, weil 


F 


-4= 


= r^a, 










9) 






- = l 


Sinei 

a 






ror 


seht 


kleines 


a ist xa = 


'/ir, für die HalbtreisSächo 


mit 


o-V«» 




x„ 


4 r 


(rund 


'/"•) 








Sehwerpnnkt des Ringanssehmttes. Der Kingausschnitt ist 

als Unterschied zweier Kreisausschnitte der Halbmesser R und r 

anzusehen. Ist S der Schwerpunkt des grossen 

Ausschnittes von der Flache F, so ist AS = x^^; ^ 

S2 sei der Schwerpunkt des kleinen Ausschnittes 

von der Fliehe F^ mit ^^ = iCj; Fj sei der 

iÜngausschnitt mit ^ 5, ^= iCj . Dann wird 

Fxq = FiXi + F^x^, u. zw. 

F=JR^a; F^^r^a; Fj = (R^ — r^)a; 

2 „ sin a 2 sin a , 
a^o = -T- i( ; ^2 = "»■ ^ i"d 

2 .R'^Bsina — rVsina _ 2 .B' — r^ sin n 
'^'~ 3 (Ä* — r»)« 3ä2— r« a ' 

SehwerpanktderEreisabsehnittflSche. Der 
Abschnitt F^ bildet mit dem Dreieck ABD — F^ 
den Ausschnitt ABCD = F. Die entsprechen- 
den Schwerpunkts -Abscissen seien A 81=^X1, 
AS^ = X2\ AS= xq. Dann ist 
Fxo = FiXi + F2X2, 
u.zw. F=r'^a; F2 = r*sin a cos a; 
Fl = r^la — sin a cos a); 



Fig. 147. 




^K^-f 
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2 sin a 2 



- r'am a C08 a ■ 



r-(a — sIb a cos a) 
2 y'siii a{\ — coä'g) 2 r^sin^a 



3 r^ia — sin a cos a) 3 r^(a — sin a cos a) ' 
Es iat aber die Sehne ^i> = ^ =- 2r sin a, also r3ina=V'^. 

2 P P 

mithin a;, = -5- -3-7=- = ,^ ^ , wenn J", die Fläche des Abschnittes. 

Man kann auch schreiben 

2 sin^a 



Pig. 148. 



' 3 a — siD a cos a 
Für a = Vs 7t wird der Abschnitt wieder zur Halbkreisfläche und 

^1 ~ "5 • ''^ ™™ Ausschnitt« aus abgeleitet. 

Sehwerpnnkt der halben ParabclfiSche. Die Parabel AC 
(Fig. 148) habe die Gleichung y^ = 2px. Für die Koordinaten 
des Endpunktes wird dann P = 2pa, und 
durch Division entsteht 



5* a ' 
Die unendlich kleinen Tbeilchen des Streifens 
PQ = ydx haben gemeissanien Abstand x 
von der A ¥, kennen daher zu dem Beitrage 
ydx x zusammengefasat werden. Die Fläche 
ABC = F ist 

\ydx ^'^ r^^ \^X ax= Y^ "■ g" 



ahxff = \ydx x = 




d.h. s/» von der Fläche des umachriehenen Rechtecks ah. 
nach wird , 



^fr'"" 



also x^ ■- 



V» a, unahhäng^ von h. 
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Fig. 149. 



ZttT Auffindung der Ordinate yo ^^^ Schwerpunktes trenne man 
einen Streifen ab, dessen Theilcben den gleichen Abstand 3/ von AB 
liaben (Fig. 149). Dann wird 

2 C" 

— abjf(,= \^{a—a-)dyy; 

dies wird w^en x: a^y^-.b-: 

-5- «^ 3/0 = -^ \ Q>^—y^) y ^y 



^W\ydy—\y^dy\ 



&M 2 " 



mithin 3/0 = -^-5. 



Man hätte auch als Beitrag des Streifens y dsc (Fig. 148) zum 
statischen Momente in Bezug auf AB die Fläche des Streifens mit 
der SchwerpunktshGhe '/^ V maltiplicirt einführen können, dann wäre 



r<ifei/o = 



-\^y^dx-- 



1 62 f V 1 fcä . 

-r \xdx =-z: 

2 a J„ 2a 



4 



3 '*''^«- 2 . 
entstanden. 

Die Koordinaten jtj nnd t/, des Schwerpunktes S^ der Er- 
gftnzungsögur, welche die Parabelflä«he zum Rechteck ABCD 
ergänzt (Fig. 150), findet man leicht, weil 
das Bechteck die Schwerpunkts -Koordinaten ^g- I50. 

Xq= yia; 2/0= '/2 6 hat: 

«i-V3afc+ V^a-yaab= V^a-ab 

3^1- V3«* + Vsb-y3ab= '/7b -ab 

y, = 3/^6. 

Si , S und S2 liegen auf einer Geraden, Ja 

und es ist SS^ = 2 ■ S&i . 

Schwerpunkt einer Engelzonen-Oberflftche. Der unendlich 
kleine Theil der Oberfläche bei PQ (Fig. 151), entsprechend 
«inem Bogentheilchen de des äusseren Kreises, hat die Grösse 
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dF = de ■ 2;rir. Nnn bildet de mit dt/ denselben Winkel tf 

AP= r mit AB ^ x. Daraus folgt de = dy: cm d = dy ■ 

und dF = Irndy, gleich einer Cylinderfläehe 

YOm Halbmesser r und der Höhe dy. Diese 

Cylinderfläche bei P^ Qi hat dann dasselbe 

statische Moment wie die Kugelzonenfläche. 

Daher muss auch die ganze Zonenfläche BCDE 

gleiche Fläche, gleiches Moment nnd gleiche 

Schwerpunktslage haben mit dem entsprechenden 

Theile der die Kugel umschliessenden Cylinder- 

fliche. Da der Schwerpunkt der Cylinderfläche 

in der Mitte der Mittellinie liegt, so liegt auch 

deijenige der Eugelzone in der Mitte von GH. 

Die Bechnnng fährt zu gleichem Ergebnisse: 



Kg 


151. 
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^^ 
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'l\ 


i^-a-oflaH 




^^'^ 


k* 




'.: 


LA 


^OJ 



2r^(ys— 3/1)3/0 = 2rJr 



\y^y = 



r JT (yl - 



Vo 



_ .Vi+yi 



Fig. 152. 



Gleiches gilt von der Oberfläche der Kugelhaube. 

Scbwerpnnkt des ESrpers der dreiseitigen Pyramide. Durch 
Schnitte, parallel mit der Grundfläche ABC (Fig. 152) lässt sich 
die Pyramide in dreieckige Scheiben zerlegen, deren Schwerpunkte 
durchweg auf der Verbindungsgeraden zwischen der Spitze D und 
dem Schwerpunkte G der Grundfläche 
liegen. Die Linie D G enthält daher den 
Gesammtechwerpunkt S. Der Funkt G 
wird erhalten, indem man BC in E 
halbirt, AF zieht und EG = V» EA 
macht Betrachtet man in gleicher Weise 
BGB als Grundfläche, zieht DE mit 
EH = Vs DE, 80 muss der Schwer- 
punkt auch auf AH liegen. DO und 
AH schneiden sich in S. Weil EG 
= ^IzEA, EH= ^/3ED, ist GH || AD 
mi = i/3AD. Daher ist SGH'^SDA, SG = ^/3SD= ^/tGD. 
Theilt man also die Gerade von der Spitze nach dem Schwerpunkte 
der Grundfläche in 4 gleiche Theile, so ist der der Gmndflächa 
zunächst liegende Theilpnnkt der Schwerpunkt S. In demselben 
Verhältnisse 1:4 wie 3G : GD stehen auch die HAhenlothe j/g 
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and A, von der Spitze D und dem Schwerpunkte S auf die Grund- 
fläthe geßllti j,^ _ y^ ^. 

Eine vierseitige Pyramide (Fig. 153) lässt aich in lauter 
ähnliche und ähnlich liegende Scheiben zerlegen. Daher muss der 



Fig. 153. 




Oesammtschwerpnnkt S wieder liegen auf der 
Geraden von der Spitze E nach dem Schwer- 
punkte G der Grundfläche. Zerlegt man 
die Pyramide in zwei dreiseitige mit der 
gemeinsamen Spitze E und der Hohe h, so 
liegt der Schwerpunkt jeder in der Höhe 
I/o =c 1/4 h über der GnindSäcfae, daher auch 
der Gesammtschwerpunkt S in dieser H6he 
yo = V«A. Es ist also GS = '/tGE. 
OfTenbar gilt dies auch f&r die KOrper viel- 
seitiger Pyramiden und Kegel: der Schwerpunkt liegt im unteren 
Viertelpunkte der Geraden yom Schwerpunkte der Grundßäche 
nach der Spitze. 

SehwerpnDkt des HalbkngclkSrpers. Schnei- 
det man eine cjlindrische Scheibe PQ (Fig. 154) 
vom Halbmesser y im Ahatande x vom Mittel- 
punkte A heraus, so haben deren Theilehen 
durchweg den gleichen Abstand x von der durch 
A gelegten yz- Ebene. Man kann daher den 
Inhalt der Scheibe zu dV = y^^idw zusammen- 
fassen mit dem Momente dVx = y^Trdxx, 
und hat: 

Vs r* JT aiQ = :i\y^x dx . 

Um unter dem Integralzeichen eine Differential-Funktion von x zn 
erhalten, muss man y' = r' — x^ setzen. Dann wird 



Fig. 154. 




'/a r^3iX(, ^ Jt \ (y- — x^}xdx = 



\ xdx- 



x^dx 



also Xq = 3/g r. 

Satz von Pappiu nid Soldin. Die Lehre vom Schwerpunkte 
war schon Archimedes (287— 212 v.Chr.) bekannt Der alexandrinische 
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Fig. 155. 



Gelehrte Pappns benutzte gegen Ende des dritten oder vierten 
Jahrhunderts n. Chr. die Schwerpunkte ebener Kurven und Flächen 
ZOT Berechnung von Umdrehongsflächen und -Körpern. Der be- 
treffende Satz wurde vom Jesuitenpater Onldin aus St. Öallen 
1635 n. Chr. weiter verwerthet und beisst danach der Satz von 
Pappns und Guldin. 

1) Dreht sich eine ebene Kurve AB (Fig. 155) um eine in 
ihrer Ebene liegende Achse CD, so entsteht eine Umdrehungsfläche. 
Ein Bogentheilcben da mit dem 
Drehungshalbmesser x erzeugt eine 
Fläche dF^ ds2 nx. Der Inhalt 
der ganzen erzengten Umdrehungs- 
fläche ist daher 

F=27tSdiia!. 
Weil nun nach der Lehre vom 
Schwerpunkt Jdsx=sxo, so wird 

F = 2nx^«. 
Darin bedeutet Xq den DrehungshEdbmesser des Schwerpunktes S 
der erzengenden Kurve von der Länge ÄB = e, 

2) Dreht sich aber eine 

' . , .... Pip. 1.^6. 

ebene Fläche um eme in ihrer 

Ebene liegende Achse (Fig. 

156), so erzeugt ein Flächen- 

theilchen dF = dx dy mit 

dem Halbmesser x einen Ereis- 

ring vom Inhalte 

dV = {{x-\- dx)* — x*\}i dy = d {x^) ndy 

= 2 X dx jr dy = 2 n X dx ■ dp = 2 JixdF. 

Der ganze Umdrehungskörper wird sonach 

F= 2nSdFx, oder, weil S^Fx = Fxf,, 

V= F27ix^, daher der Pappus-Guldin'sche Satz: 

Der Inhalt einer Fläche, welche durch Drehung 
einer ebenen Kurve um eine in ihrer Ebene liegende 
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Fig, 157. 



Achse entsteht, ist gleich der Länge der Enrre mal 
dem Drehnngswege Sw'iro ihres Schwerponktes. — Der 
Inhalt eines Körpers, wel- 
cher dar eh Drehang einer 
ebenen Fläche um eine in 
ihrer Ebene liegende Achse 
entsteht, ist gleich der Fläche 
mal dem Drehungswege ihres 
Schwerpunktes. 






Beispiel: Dreht sich Dach Fig. 157 ei 
} ist DiLcb S. 127 



I Halbkreisbogen nin die Achse CD, 



mithin F = 



„(« + 2^)2 



Det letzte Snmmaiid ist die Kngel- 
Oberfläche, welche fiir a '^ entateht. 

Durch Drehtmg der Halbkreis- 
fUche entsteht em Körper (Fig. 158) 



1 



•(•+4i) 




Der letzte Snmmaiid bezeichaet den lohalt des Kngclkürpers, welcher für 
a ^ entsteht 



Beispiel: Der lahalt ein 

(Rg. 159) ist leicht zu finden i 



L'mdrehnngs-P&raboloids 



'-]'" 



^eich der Hilfte des nrnschliessenden Cylinders. Darans 
lässt uch nnu die Schwerpunkte -Ordinate 1/, der halben 
Parabelfläche berechnen: 



mithin y, = > i 



': 134 geftuidea 




II. Arbeit der Schwerkräfte an einer beliebigen 
Massengruppe. 

Der Schwerpunkt wurde im Vorhergehenden als der Mittelpunkt 
der Schwerkräfte eines starren Körpers, oder sonstiger, 6ber die 
Masse eines starren KOrpera gleichmässig vertheilter Masaenkräfte 
gleichen Sinnes bezeichnet. Aber auch für ESrper veränderlicher 
Form, ja selbst fQr beliebige Gruppen von Massen (mit oder ohne 
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iä9 



Fig. 160. 



(S* k 







gegenseitige Verbindung) nennt man den irgend einer gegenseitigen 
L^e der Massentheilclien entsprechenden Pnnlt mit der ßigenschaft: 

2mx Zmy ^mz 

^^ — Zm ' ^^ — 2')jt ' ^^ — Ztu 
den Massenmittelpankt oder Schwerpunkt 

Sind nii, mj, . . . m„ (Fig. 160) einzelne Maasenpunbte oder 
einzelne starre Körper, die zusammen einen starren, oder einen der 
Form nach veränderlichen Körper, oder eine 
beliebige Massengruppe bilden, und wirkt 
anf diese die Schwere in der Kichtlüng der 
j-Achse, so verrichtet die Schwere bei einer 
unendlich kleinen Verrückung, bei der sich 
ein Massentheil m so bewegt, dass z um dz 
zunimmt, eine Arbeit m^ ■ dz. Die Arbeitssumme der Schwer- 
kräfte an allen Massentheilchen ist dann 

dM = <7(mi dzt + m^d^a + . . . + m.dz)=g£mdz. 

Nun ist aber thiZy + m^z^ ^ ■ ■ ■ -\- mz = l'ms = z^Zm, also, weU 

bei einer Verrüekung die Massen m unveränderlich, die s-Werthe 

aber veränderlich, Xmdz = dzf,lm,; mithin ist 

d% = gdZf,Zm = dz^Img. 

Die Arbeitssumme der Schwerkräfte an einer 
beliebigen Massengruppe berechnet sich gerade so, 
als ob die ganze Masse 2m, der Gruppe in ihrem 
Schwerpunkte zu einem Massenpunkte vereinigt wäre. 



Fig. lei. 



12. Der Satz d'Alembert's. 

Greift an einem Punkte m einer Massengruppe (Fig. 161} eine 
äussere Eraft K an, so würde der Punkt, wenn er frei wäre im 
Sinne von K eine Beschleunigung Ki m 
erfahren. Die übrigen Punkte der 
veränderlichen oder unveränderlichen 
Massengruppe werden aber ebenfalls auf 
die Bewegung von m einwirken, also 
Kräfte, die sog. inneren Kräfte auf m 
ausüben, deren Mittelkraft S sein möge. 
Durch S ist der Einfluss der übrigen 
Punkte völlig ausgedrückt; nach Anbringung dieser Kraft verhält 
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sich alao der Punkt m wie ein freier. Nennt man daher p die 
wirkliche Beschleanignng des Punktes m, so muss die dazu erforderliche 
Eraft mp die Mittelkraft aus K und S daj^tellen, oder man kann 
schreiben 

mp = K, 8. 

Ist aber mp die Uittelkraft von K and S, so würde das 
Entgegengesetzte von mp, die Eräfte K und S aufheben, was man 
schreiben kann: K, S, — mp = 0. Diese Eraft — mp, die 
dem Entgegengesetzten der Beschleunigung p des Punktes m ent- 
spricht, nennen wir seine Er^änzungskraft, ebenso wie es bm 
der Betrachtung der scheinbaren Bew^ung bezw. Ruhe eines Punktes 
(S. 84 u. 88) geschah. {Es ist ja auch ein Massenpnnkt in schein- 
barer Suhe in Bezug auf einen B&am, der sich mit der Geschwindig- 
keit und Beschleunigung des Punktes verschiebt.) 

Dies Tilgen der Kräfte K, S und —mp findet an jedem 
Massenpunkte statt; daraus folgt dann auch ein gegenseitiges Auf- 
heben der Oesammtheit der entsprechenden ErSftegruppen an der 
ganzen Massengruppe, d. h.: 

Die Gruppe der sämmtlichen Ergänzungskräfte [— mp] (mit 
der eckigen Klammer als Grappenzeichen) bebt die beiden Gruppen 
der äusseren Kräfte [K] und der inneren Kräfte [S] auf. 

Die auf S. 96 — 136 entwickelten Lehren über die Gleich- 
werthigkeit und Zusammensetzung der Kräfte gelten einstweilen 
nur för Kräfte an starren Körpern. Wenn aber aa einer 
veränderlichen Massengmppe jeder Massenpunkt der Einwirkung 
Ton drei Kräften unterworfen wird, die sich aufbeben oder im Gleich- 
gewichte halten, so wird in diesem Gleichgewichtszustände der 
Kräfte jedes Punktes auch dadurch nichts geändert werden, dass man 
die Punkte in starre Verbindung bringt Wenn man also die drei 
Kräftegruppen [ — mp], [K], [S] nach den Lehren über die Zu- 
sammensetzung der Kräfte an starren KCrpem zu einer Mittelkraft 
M und einem Ächsenmoment 3K vereinigt, so mflssen B und SR 
gleichzeitig Null werden. Die inneren Spannkräfte S wirken aber 
zwischen je zwei Punkten nach dem Gesetze der Wechselwirkung 
gleich und entgegengesetzt und heben sich daher bei der Zusammen- 
setzung aller Kräfte zu je zweien auf, so dass die Gruppe der 
inneren Kräfte [S] überhaupt verschwindet Daraus folgt der Satz, 
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welehfln d'AIembert (1717 — 1783) im Jahre 174S in etwas anderer 
Fassnog aargeetellt hat: 

An einem starren ESrper oder auch an einer 
veränderlichen Massengruppe heben die gesammten 
ErgänzangskrSfte [ — mp] die Grappe der ftnsseren 
Kräfte [^J auf, wenn die Zosammensetzang der Kräfte wie an 
einem starren KOrper erfolgt 

Mit Hälfe dieses Satzes lässt sich leicht die Frage beantworten, 
anter welcher Bedingung ein starrer ESrper eine rein f o r t - 
schreitende Bew^ang, sog. Verschiebung aasf^ren kann. 
Bei einer Verschiebung haben alle Punkte des Körpers in einem 
Augenblicke gleiche Geschwindigkeit und Beschleunigung; nennt 
man die gemeinsame Beschlennigong p, so bilden die Ergänznngs- 
krftfte [— mp] eine Kräftegmppe, die sich gleichmässig über die 
Masse des Körpers TertheilL Die Kräfte haben eine durch den 
Schwerpunkt gehende Mittelkraft — Mp , und diese muss von den 
äusseren Kräften aufgehoben werden. Erkennt man also, dass ein 
Körper eine reine Verschiebung erßhrt, so kann man daraus 
schliessen, dass die Mittelkraft aller auf ihn wirkender äusseren 
Kräfte durch den Schwerpunkt gehen und von der Grösse + Mp 
sein miiss. Umgekehrt genügt aber das Wirken dieser Kraft 
noch nicht zur Erzeugung einer Verschiebung, sondern es ist dazu 
noch erforderlich, dass der Körper auch zu Anfang keine Dreh- 
bewegung hatte. 

13. Satz von der Bewegung des Schwerpunktes. 

Die Ergänzungskraft — mp bat naeh der .r-Richtung eine 
Seitenkraft — mp^, die Seitenkraft einer äusseren Kraft K in der 
a7-Eichtang sei Ä'cosa, dann muss nach d'Alembert's Satze sein: 
2" .ff cos a — 2.'mp^ = 0, oder, wenn - Ä'cos a = X, 
^mpi = X. 
Bezieht mfm nun die Punkte des Körpers auf ein festes Achsen- 
kreuz, so ist dx'. dt die Geschwindigkeit, -r-j- die Beschleunigung 
in der ^-Richtung, also 
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Nach der Lehre vom Schwerpunkt ist -m,T = Mx(, und, weil x 
und wq mit der Zeit t veränderlich sind, 



Zm—TiT = -3^-r^i mithin wird 
dt' dt' 

3) m'^.X. 

Darin bedeutet -^y ^>^ Seitenbeschlennigung des Schwerpunktes in der 

Bichtung der ^x-Achse. Dieselbe Beziehang gilt aber auch fOr einen 
einfachen Massenpunkt von der Masse M, der sich unter Einwirkung der 
äusseren Kräfte AT bewegt, und zwar gilt dies für jede Achsenrichtnng, 

Also: Der Schwerpunkt eines Körpers oder einer belie- 
bigen Massengruppe bewegt sich genau so, als ob die ganze 
Masse des Körpers oder der Gruppe in ihm vereinigt wäre 
und als ob sämmtliche äussere Kräfte (parallel verschoben) 
an ihm wirkten. Die inneren Kräfte haben hiernach auf 
die Bewegung des Schwerpunktes keinen Einfluss. 

Durch diesen Satz bekommt die Mechanik des Massenpunktes 
eigentlich erst ihr grosses Anwendungsgebiet. Da es einen einzelnen 
Massenpankt von verschwindend kleinen Abmessungen in aller Strenge 
nicht giebt, so konnte es bis hierher scheinen, als ob die Lehren 
von der Bewegung des Massenpunktes für die Anwendung ziemlich 
werthlos seien. Aus vorstehendem Satz aber erkennt man, dass die 
Lehre von der Bewegung des Massenpnnktes auch f&r Körper ihre 
Bedeutung bat, insQfern sie die Bewegung des Schwerpunktes richtig 
darstellt Eine ausserdem etwa noch vorkommende Drehung um 
den Schwerpunkt kann dann noch besonders untersucht werden und 
bildet eine Ergänzung oder Vervollständigung der ganzen Aufgabe, 
nicht aber eine Berichtigung. In vielen Fällen wird man auch auf 
diese (häufig schwierige) Ergänzung der Lösung verzichten und sich 
mit der Kenntnis der Bewegui^ des Schwerpunktes begnügen. 

Ein Kräftepaar wird bei der Verschiebung der Kräfte an den 
Schwerpunkt zwei EJäfte liefern, die sich aufheben. Kräftepaare 
haben hiernach keine Einwirkung auf die Bewegung 
des Schwerpunktes, sondern beeinflussen nur die Drehung des 
KOrpera um den Schwerpunkt. 
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14. Satz der Arbeit 

Auf einen Massenpunkt eines Körpern wirkt ausser der änsseren 
Kraft K eine innere Kraft S. Sie verrichten bei einer Bewegung 
des Körpers die Arbeiten 21* und 21^. Sind c und v Anfangs- und 
Endgeschwindigkeit des Punktes, so gilt für den Massenpunkt 
Vswiw^ — '/2mc^ = 'Sit+%, denn an dem Massenpunkt m kann 
für die Arbeit der Mittelkraft ans K und S ohne Weiteres die 
ArbeitsBumme der Einzelkräfte gesetzt werden. Stellt man diese 
Gleichung für sämmtliche Massenpnnkte auf, so ergiebt sich durch 
Zusammenzählen : 

1) ^y^mv^ — I'hmc^= I^it + i^Sti. 

Oder die Zunahme des ganzen Körpers an Arbeitsvermögen ist 
gleich der Arbeitssumme der äusseren und der inneren Kräfte. 
Es lässt sich zeigen, dass die Arbeit der inneren Kräfte fSr einen 
starren Körper Null ist 

Die inneren Kräfte treten zwischen je zwei Massenpunkten 
paarweise gleich und entg^engesetzt auf. Betrachten wir ein 
Paar solcher Massenpunkte m und 
mi {Fig. 162) mit den inneren ^' 

Kräften 8, welche beispielsweise 
gegenseitige Anziehungskräfte sein 
mögen, und nehmen wir an, dass 
sich die Punkte um da bezw. dsi 
bewegen. Zerl^en wir dann die / 
Kraft« S in ^, Y, Z; da in die 

Projektionen dx, dy^ dz; ds^ in dx^, dy^, dz^, so wird an m 
die Arbeit Terrichtet: Xdx 4- Ydy + Zdz, an m, aber 
— {Xdxi + Ydyx + Zdz^). Die Arbeitssumme an beiden 
Punkten ist also dti^Xdix — x^) + Yd{y—yi)+Zd{z~z^). 
Bildet aber S mit den Achsenrichtungen die Winkel a, ß, y, so ist, 
wenn x, y, z bezw. xi, y^, zi die Koordinaten von m und nt|, 



'i^:^'^-^ 



i ihre Entfernung: 



-, {x, — x) _ 



Y=S cos ß = 

Z= Scosy- 





a 




.Vi 




.V 




a 




h 


— 
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Daher kann man scbreiben: 

weil «i — X, y\ — y und j, — z die drei Projektionen von a: 

Ist also der Abstand a der beiden Punkte veränderlich, so 
verrichten die inneren Kräfte 8 eine Arbeit; dies wird gelten fflr 
elaatiBcb-feste Körper, die während der Betrachtung ihre Form 
ändern. Für starre Körper aber ist da=0, mithin auch 
d% = 0. Also: 

Bei starren Körpern ist die Annahme an Arbeits- 
vermögen gleich der Arbeitssnmme der äusseren Kräfte. 
2) 2"'/«»»«^— 2*/zrnc^ = 2^k. 

Hatte ein starrer Körper zu Anfang keine Bewegung, war die 
Geschwindigkeit aller Punkte Null und überlässt man ihn der 
alleinigen Einwirkung der Schwere, so führt er (nach S. 141) eine 
lothrechte Verscbiebui^ aus, bei welcher der Schwerpunkt und 
somit auch jeder andere Punkt eine lothrechte, gleichßnnig 
beschleunigte Fallbewegung hat. Die Arbeit der Schwerkräfte 
richtet sich allein nach der Senkung h des Schwerpunktes und 
beträgt Mgk. Da in einem Augenblicke sämmtliche Punkte dieselbe 
Geschwindigkeit haben, so ist einfach VsJtfn' — '/iMc^=' Mffh, 
genau wie lieim Massenpunkte. 

Wird der Körper aber in sehr^er Bichtnng so fortgeworfen, 
dass zu Anfang die Bewegung ebenfalls ohne jede Drehung eifolgt, 
dass also sämmtliche Punkte die gleiche Geschwindigkeit c haben, 
so muss (unter Vernachlässigung des Luftwiderstandes) die weitere 
Bewegung ebenfalls eine Verschiebung sein, und zwar wird der 
Schwerpunkt, und damit jeder andere Punkt, die Wnrfparabel 
beschreiben, genau wie ein einfacher Massenpunkt, 
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n. A. Grleicligewiclit starrer Körper. 



1. Gleichgewichts-Bedingungen. 

Man bezeichnet einen KSrper als im Qleichgewicbte befindlich, 
wenn seine s&mmtlicfaen Massenpunkte im Gleichgewichte sind, 
d. h. eine geradlinig -gleichförmige Bewegung ausführen, oder (als 
Sonderfall] in Knhe sind; in letzterem Falle haben sie weder Oe- 
achwindigkeit noch Beschleunigung. Soleher Gleichgewichtszustand 
besteht offenbar, wenn der Körper eine gleichförmige und gerad- 
linige Verschiebung erleidet, o. zw. ist eine derartige Verschiebung 
auch die einzige Möglichkeit des Gleichgewichtes. Man könnte 
vielleicht meinen, dass die Punkte eines Körpers sich auch geradlinig 
bewegen könnten, ohne dass diese Bahnlinien nothwendig einander 
parallel sein mOssten, doch lässt sieb zeigen, dass dies bei starren 
EOrpem nicht möglich ist. 

Denkt man sich den Punkt B (Fig. 163) längs einer Geraden 
AT, den Punkt C längs einer Geraden .4 X geführt und haben 
B und eine unveränderliche Entfernung, 
so wird ein beliebiger Punkt P der Ver- _^' 

bindungsgeraden, der von B und C um « 
bezw. b absteht, eine Ellipse beschreiben. 

Nennt man nämlich die auf A£ und 
A Y bezogenen schiefwinkligen Koordinaten 
des Punktes P x und y, setzt ÄB—y^=u, 
AC — x = v, so ist in dem Dreiecke BPQ,: 

o3 = «5 ^ j,2 _ 2 M ^ cos a . 
Ferner ist nach der Figur u:y^a-.h; setzt man dies ein, so wird 




ft^ 



j,2 -j. ^s _ 2 — jf 0! cos a 



a 



Dies ist die Gleichung einer Ellipse. Führt man also 2 Punkte 
A and B eines starren Körpers in nicht parallelen Geraden, so 
bewegen sich die sonstigen Punkte der Geraden AB nicht in 
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geraden Linien. Nur wenn die Führungslinien der Punkte A und B 
parallele Gerade sind (Fig. 164). beschreibt auch jeder andere 
Punkt der AB eine Gerade. Ein Körper ist also nur im Gleich- 
gewichte bei einer gleichförmig - geradlinigen 
Verschiebung oder beim Ruhezustände (Ver- Fig. 164. 

Schiebung mit der Geschwindigkeit und Beschleu- 
nigung Null). Hierbei haben alle Massenpunkte 
die Beschleunigung Null, ea sind mithin alle Er- 
gänznngskräfte Null Nach dem Satze d'Alembert's 
(S. 141) müssen sich also sämmtliche äussere 
Kräfte schon unter sich allein aufheben 

Umgekehrt folgt aber aus dem gegenseitigen Aufheben der 
äusseren Kräfte noch nicht, dass der Körper im Gleichgewichte sei; 
vielmehr muss dazu ausserdem noch die Bedingung erfüllt sein, dass 
der Körper auch zu Anfang keine Drehbewegung hatte. Ist im 
Anfange Kühe oder gleichförmige geradlinige Yerschiebung, also 
Gleichgewicht, vorhanden, so wird dieses andauern, solange sieb die 
äusseren Kräfte aufheben. Etwaige äussere Kräfte lassen sich am 
starren Körper auf eine Mittelkraft R und ein Achsenmoment W. 
zurfickfnhren; und weil M und 3R im Allgemeinen nicht vereinigt 
werden können, so ist zum Aufheben der gegebenen Kräfte erfor- 
derlich, dass gleichzeitig iZ = und äR — sei, und dies ist nach 
Gleichung 1, 2, 3, 4, 6 (S. 112) nur möglich, wenn 

1) ZKm,a = Q\ 2) 2'Ä:co8y5=0; 

3) ZK.m%y = (i; 4) 3R. = 0; 
5) 3H^ = 0; 6) 3W, = 0. 

Mit Bficksicht auf die Bedeutung von W.^ o. s. w. nach S. 114 kann 
man also aussprechen: 

Die an einem starren Körper wirkenden Kräfte heben sich auf, 
wenn in Bezug auf ein beliebiges Achsenkreuz 

1. die algebraische Summe der bei rechtwinkliger Zerl^ung 
parallel zu jeder Achsenrichtnug fallenden Seitenkräfte Null ist, 
und wenn zugleich 

2. die algebraische Summe dw Momente der Kräfte in Bezug 
auf jede der Achsen Null ist 
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Für Gleichgewicht haben also die äosseren Er&fte im Allge- 
meinen sechs Bedingungen zn erf&Ilen. 

Liegen die Kräfte aber durchw^ in doraelben Ebene, so wähle 
man diese zur ä;t/-Ebene; es ßUt dann die Ql. 3 (S. 112) ans, 
weil in der z-ßichtnng Qberhaupt keine Seitenkräfte sich ergeben; 
anch die Momentengleichungen 4 und 5 fallen fort, weil die in der 
xjf-Ebene liegenden Eräfte in Bezng anf die x- and y-Achsen, 
welche mit ihnen in derselben Ebene liegen, keine Momente haben 
(S. 100). SSt, bedeutet dann die Momentensnmme für einen beliebigen 
Pnnkt der Eräfteebene. Ausserdem wird noch cos ^ = sin a, und 
e3 verbleiben die drei Bedingungen: 

7) 2'Ä:co8a = 0; IKAiia = Q; 'm, = 2Kl = 0. 
Liegt die ^-Achse w^erecht, die j/-Achse lothrecht, so heissen die 
Bedingungen in Worten: 

Die algebraisclie Summe aller wagerechten Seiten- 
kräfte, die algebraische Summe aller lotbrechten 
Seitenkräfte und die Momentensumme für einen 
beliebigen Funkt der Ebene müssen Null sein. 

2. An einem Punkte befestigter Körper. 

Ist ein Pnnkt A eines starren EOrpers unwandelbar befestigt 
und soll der EOrper in Buhe bleiben, so mnss der Punkt eine 
Widerstandskraft W leisten, welche den sonstigen an dem Eörper 
auftretenden Kräften das Gleichgewicht hält Sind diese Kräfte 
nur Schwerkräfte, so lassen sie sieh zu dem durch den Schwerpunkt 
8 gehenden Gesammtgewichte Q, zusammensetzen. Es mnss daher 
W genau das Entgegengesetzte von Q sein. 
Daher muss der Befestigungspunkt A in der ^g- 165. 

Schwerpunkts - Lotbrechten des Körpers liegen. 
Hierbei verhält sich aber der Körper, wenn er 
durch eine VerrQcknng aus der Gleichgewichts- 
lage gebracht wurde, verschieden, je nach der 
Höhenlage des Befestigungapunktes A. 

Lag nämlich beim Ruhezustände der Be- 
festigungspnnkt A oberhalb des Schwerpunktes 
(Fig. 165), so kann der aus der Bubelage in die 
punktirte schräge Lage gebrachte Körper, wenn , man ihn 1 
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nicht mehr im Gleichgewichte sein, weil Q nicht dnrch A hindurch- 
geht. Vielmehr dreht sich nan der Körper am den Befestignngs- 
pankt and kommt (nach einer gewissen Anzahl Schwingungen) erst 
wieder zur Rabe, wenn er die nrsprQngliche Lage wieder erreicht 
hat Er kehrt also unter Einwirkung der Schwere in den früheren 
Qleichgewichtsznstand zorflck, deshalb nennt man diesen einen 
sicheren (stabilen) Gleichgewichtszustand. 

Im Kaheznstaiide ^eht hiernach die Schwerpunkts-Lothrechte darch den 
AafhäDgepnukt Hangt nitut daher eineo KOq>er nach einander in verschiedenen 
Punkten A nnd B aal, so bestimmt sich dadnicb in jeder Ruhelage eine Gerade, 
die den Schwerpunkt enthalten mass. Mittels zweimaliger Aufhängung kann 
also der Schwerpunkt eines Eürpere durch Versuche gelinden werden. 

Lag der Befestigungspunkt A lothrecht unter dem Schwer- 
punkt (Fig. 166), so kann der Körper nach einer seitlichen Ver- 
rQckung nicht wieder von selbst in die ursprüng- 
liche Li^e zurückkehren, vielmehr entfernt sich 
der Körper gänzlich aus der frülieren Lage und 
sucht sich eine neue sichere Gleichgewichtslage, 
wobei der Schwerpunkt unterhalb S zu liegen 
kommt Der antUngliche Znstand heisst dabei ein 
unsicherer (labiler) Gleichgewichtszustand; der- 
selbe kann nur durch vorsichtiges Balanciren 
erhalten werden. Unentschieden (indifferent) 
heisst der Zustand, wenn der Befestignngspunkt A mit dem Schwer- 
punkt zosammenffUlt (Fig. 167). In diesem Falle besteht bei jeder 
Richtung des Körpers Gleichgewicht 

Za beachten ist noch, dass im sicheren Gleich- 
gewichte der Schwerpunkt so tief wie möglich liegt, 
dass bei einer Verrückung aus derselben der Schwer- 
punkt gehoben werden muss, wozu ein äusserer 
Arbeitsaufwand nöthig ist Beim unsicheren Gleich- 
gewichte liegt der Schwerpunkt so hoch wie möglich. 
Bei einer Störung desselben verrichtet die Schwer- 
kraft positive Arbeit nnd erzeogt Geschwindigkeit; 
die Wiederherstellung des Gleichgewichts verlangt Hebung des 
Schwerpunktes, d. h. Aufwendung äusserer Arbeit Beim nnent- 
schiedenen Gleichgewichte ist zu einer Drehung um den Schwer- 
punkt weder positive noch negative Arbeit erforderlich. 




Fig. 167. 
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Die Befestignng eines Körpers an nur einem Pnnkte kommt 
ziemlich selten vor, ist auch gar nicht sehr einfach zu veiirirklicben. 
Viel häufiger und einfacher ist die Befestigung an einer wagerechten 
geraden Linie, oder die Aufhängung eines Körpers an einer wage- 
rechten Achse, etwa durch Hindurchtreiben eines glatten, runden 
Drahtstiftes oder Hindurchstecken eines glatten Bolzens durch ein 
cylindrisches Loch. Dafilr gelten die vorstehenden Figuren eben- 
falls, indem A die Projektion der Achse darstellt; die Bedingungen 
für die verschiedenen Arten des Gleichgewichtes sind die gleichen. 

DnterstGtzte KSrper. Ähnliche Betrachtungen gelten für den 
Gleichgewichtszustand eines Körpers, der sich mittels kugelförmiger 
Fläche auf eine wagerechte Ebene stQtzt {Fig. 168). Hierbei geht 
der Normalwiderstand N durch den Erämnmngs- 
mittelpunkt O der Kugelfiache hindurch, auch 

wenn man den Körper etwas aus der aufrechten { 5 1 

Lage entfernt (Fig. 169), und dieser Punkt "^ \ '4 / 
tritt nun l^r die Beurtheilung der Sicherheit x^ * ^/ 
des Gleichgewichts an die Stelle des Befesti- ^iSa^älgs^^am 
gungspunktes A . Stellt man den Körper schief 
durch Drehung nach rechts, so geht der Normalwiderstand N nicht 
mehr durch A, sondern durch den neuen Berührungspunkt B, stets 
aber auch darch O. N und Q bilden ein Kräftepaar, welches den 
Körper, falls S unterhalb O lag, in die Gleich- 
gewichtslage zurOckführt; zugleich hat S in der 
Gleichgewichtsstellung die tiefste mögliche Lage, 
und zur StSrung des Gleichgewichts ist äusserer 
Arbeitsaufwand erforderlich. Das Gleichgewicht 
war daher ein gesichertes. Liegt S oberhalb 
O, so entspricht dem Gleichgewichte die höchste 
mögliche Lage von S, das Gleichgewicht ist ein 
unsicheres. Fallen S und zusammen, so ist das Gleichgewicht 
unentschieden, bleibt auch nach einer kleinen Drehung noch besteben. 

Die Vertausehang der unteren Kugelfläche mit einer Cjlinder- 
fiäche entspricht der obigen Ersetzung eines Befestigungspnnktes A 
durch eine Drehachse. 

Eine homogene Kugel befindet sich auf wagerechter Ebene im 
unentschiedenen Gleichgewicht, ebenso ein Cylinder. Halbkugel 
und Halbcjrlinder aber sind im sicheren Gleichgewichte. 



Fig. 169. 
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Fig. 170. 



Beiipi«!: Wie hoch mnss in Pig. 170 der Kegel Bein, damit der kos 
Halbkugel und Eegel bestehende Körper im nnentschiedenes Gleichgewichte 
sei? Der Gesammtschwerpankt S 
moES in O liegen, und dazn ist 
erforderlich 

Jfi - SS, = Jfj • S^ . 
Die Dichte des Kegels sei fi, die 
der Halbkugel j'^, dann kann man 
statt des VerhältnisBes der HaBseu 
das Verhältnis der Giewicbte aetieo, 
nnd weil SS, = '/•*! *^ = */»•■. ' 

r'nh h 2.3 




Daraus folgt h^ ^ 



._ln. 



Sind die Einielkörper von demselben Stoffe, ao wird »" = 31^. Die 

entsprechende Kegelseite wird dann = 2 r, die Projektion des Eegela also 
ein gleich aeitigea Dreieck (wie in Pig. 170 u. 171 

geieichnet). Kg. 172. 



Ist aber der Kegel ans Holz, die Halbkagel 
ans Metall, etwa mit r^ = 9 ^i , ao wird 



-3r(A3 = 



Soll daa Gleiehgewicbt eicher sein, e 
1 h kleiner machen. 




Besteht der Aufsatz a 
Bchiedenes Gleichgewicht 

h"- = 



i ist die Bedingung ftti onent- 
Pig. 173. 



n -ä 



Fig. 172 zeigt den sicheren Gleichgewichtszostand 
einer Halbkngelschale, Ist bei einer solchen die Wand- 
stärke geling, 80 liegt der Schwerpunkt nach S. 135 im 
AbBtande V' »" ^m Mittelpunkte . 

Fig. 173 (aus Eitter's Mechanik entnommen) zeigt, 
wie der obere Körper mit hoch liegendem Schwerpuuitte S, 
durch starre Verbindung mit einer tiefer liegenden Kugel S^ 
zu einem zusammengesetzten Körper mit dem Schwer- 
punkte S und mit sicherem Oleichgewicht umgeändert 
werden kann. 
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Fig. 174, 




i^h 



Fig. 175. 



3. Hebel. 

Ein Hebel ist ein fester Körper, der nur um eine feste Achse 
drehbar und zum Angriffe verschiedener Kräfte eingerichtet ist. 
Das eigene Gewicht wird ebenso 
wie jede andere am Hebel auf- 
tretende Kraft behandelt und 
kann häufig gegen die sonstigen 
Kräfte vernachlässigt werden. 

Die Kräfte mögen sämmt- 
lich in der Bildebene, recht- 
winklig zur Achse O liegen 

(Fig. 174). Die Achse, völlig glatt angenommen, leistet einen durch 
die georaetrische Drehachse gehenden Widerstand W, der nach Grösse 
und Richtung unbekannt ist, für welche 
beiden Unbekannten aber besser die 
beiden Seitenkräfte W^ und W^ ein- 
geführt werden. In dem Falle der 
P^. 174 helsst die Gleichung der 
wagereehten Kräfte 

1) ff; + Äi cos Ol ~ Ä'j cos Oj = 0, 

die Gleichung der lothrecbten Kräfte 

2) Wy + Kl sin a, + Ä, sin Oi — K3 = 0; 

die Gleichung der Momente wird am besten auf die wirkliche 
Drehachse bezogen, weil dann Wx und Wg in ihr nicht yorkommen, 
sondern nur die bewegenden Kräfte K. Es ist 

3) = —KJ, + Kjli — K3I3. 
Häufig kommt es auf die Kenntnis des 

Widerstandes W der Drehachse nicht an; 
dann ist letzte Gleichung die allein maß- 
gebende: Bei einem Hebel muss für den 
Gleichgewichtsznstand die Momentensumme 
aller Kräfte in Bezug auf die Drehachse 
Null sein. Oder die Kräfte K müssen eine 
durch O gehende Mittelkraft haben. 

Sind sämmtliche Hebelarme gegeben, 
anch die beiden Krafl^rössen K^ und £'3 , 
so ist durch die Momentengleichnng Ki bestimmt. 



Fig. ne. 
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man dann ans den Gleicbnngen I n. 2 auch TT, and Tf, berechnen. 
Die fQr die Momente in Fra^e kommenden Hebelarme sind im 
Allgemeinen nicht die Abstände der Angriffspunkte der Kräfte von 
der Drehachse, sondern die rechtwinkligen Abstände der Kräfte 
richtiingen von der Drehachse. 

Fig. 175 zeigt die Vereinigung zweier Hebel m einem Noasknacker, 
Fig. I7fi einea um drehbaren Pumpenschwengel; JC^ ist die Triebkraft, 
Kf der Widerstand der Piunpenstange. 

4. Hebelwaagen. 

Gleicharmige Bebelwaage. Der Waagebalken ist mit einer 
wagerechten Drehachse O versehen (Fig. 177), welche znr Ver- 
minderung der Beibung dnrch 
eine auf eine sog. Pfanne sich Fig. 177, 

stützende Stahlschneide ge- 
bildet wild. Bei Ä and B 
sind in gleichen Abständen l 
TOn O ebenfalls Schneiden 
angeordnet, an denen gleich 
schwere Waagschalen aufge- 
hängt sind. Die geometrischen 
Drehachsen A, O und B mOgen 
in einer Flucht li^en. Es ist zunächst erforderlich, dass der 
Waagebalken unter der Last der beiden gleich schweren Schalen 
sich wagerecht stelle und diese Stellung durch einen Zeiger Z 
markire. Diese Bedingung wird, wie sich aus dem Folgenden 
ergiebt, erfüllt, wenn der Wa^ebalken für sich allein, d. h. ohne 
die Wa^chalen in sicherem Gleichgewicht ist, d. h. wenn sein 
Schwerpunkt S um eine Grösse k unterhalb der Drehachse 
liegt Im Kuhezastande üben die bei A und B angehängten Waag- 
schalen auch gleiche Kräfte auf den Balken aus und halten ihn im 
Gleichgewichte. Dasselbe gilt, wenn die Waagschalen mit Körpern 
von gleichem Gewichte belastet werden. Ist aber der Körper vom 
Gewichte Q auf der rechten Seite schwerer als das Gewichtstück 
P auf der linken (Fig. 178), so entsteht eine Drehung des Balkens, 
bei der die rechtsseitige Schale sinkt; weil aber S unterhalb O 
liegt, so tritt nun das Gewicht G des Balkens auf die linke Seite 
und kommt mit seinem Momente dem der kleineren Belastung tu 
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Hfllfe, so dass bei einem besüminteii Ausschlagfrinkel a wieder 
sicheres Gleichgemcht eintritt Die Beziehung zwischen dem Ge- 
wichtsunterschiede Q — P und dem „. 
Winkel a ist sehr einfach, wenn A, O j^ 
und B in einer Geraden liegen, ist aber 
anch nicht schwierig, wenn diese Be- 
dingung nicht erfüllt ist. Hier soll nur 
der einfachste Fall betrachtet werden. 
Da es nur auf den Gewichtsunterschied 
ankommt, so mOgen die Gewichte der Schalen und Ketten in P 
und Q mit enthalten seia Dann entsteht die Momentengleichnng 
QZ cos a = PI cos a + 6^^ sin o, oder 

1) a-P-B^t^a. 

Bei der vorausgesetzten einfachen Anordnung ist der Gewichts- 
unterschied Q — P mit der Tangente des Ausschlagwinkels ver- 
bältnisgleich, so dass aas der Beobachtung von a der Unterschied 
Q — P ersehen werden kann. 

Beisiiiel: Es sei G {Gewicht des Waagebalkens) 2*8, ^=1,8™, 
1=30 ™, « = 6", tga = 0,., dann istQ—P=-2-^- 0,i = — kK=10e. 
Einem Winkel Ton 6' moBB also an der Zei^rtheilnng die Bezeichnnng 10 E 
entsprechen. 

Beim Gebrauche der Waage kann natürlich die Gleichgewichts- 
stellung nicht sofort eintreten; es muss aber dann ein Moment vor- 
handen sein, welches die Waage zum Einspielen bringt. Unter 
Einspielen versteht man das Schwingen um eine sichere Gleich- 
gewichtslage, das Bestreben, dieselbe einzunehmen. 

Einem Gewichtsunterschiede Q — P p^„ j^g 

möge ein Ausschi ^winkel a entsprechen, 
8odas3GA = (Q — _P)/: tga. Betr!^ 
dann der augenblickliche Abweicbungs- 
winkel von der Wagerechten ß und hält 
man die Waage für einen Augenblick 
fest, so entsteht, wenn j9 >■ a gedacht 
wird, ein links herum drehendes, nach der Gleichgewichtslage 
treibendes Moment 

SR ^ Okäin ß~ {Q — P)l cos ß. 
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Setzt man hierin den vorstehenden Werth f&r Gh ein, so wird 

^ ^{Q_:pPU sm ß — (Q — p)i coB ß 
tga 

-(«-/.)ic,^(|f-l). 

Hiernach ist 9H = 0, wenn ß = a. 'SSt nennen wir das Einspielnngs- 
Moment. 

Da Q — P für Gleichgewicht verhältnisgleich mit tgo, wobei 
t^ a zwischen und =» jeden Werth haben kann, so kann man 
theoretisch jeden beliebig grossen Gewichtsanterachied Q — P mit 
Hälfe des Äosscblagwinkels a messen, kann also ein GewichtstQck 
P ganz entbehren, Q allein durch a ermitteln. Nach diesem 
Grundgedanken ist eingerichtet die 

Zeigervraage, welche zom Wä^en von Briefen, Garnen. Papieren 
bestimmt ist Fig. 180 entspricht einer Gamwaä^e, bei welcher 
keine Schale benutzt, sondern 
das Garn unmittelbar an dem ^K- 180. 

rechtsseitigen Haken aufgehängt 
wird. Die Pig. 180 stellt den 
unbelasteten Znstand dar, wobei 
der Zeiger auf Kull steht; der 
Schwerpunkt S des Waage- 
balkens mnss entsprechend um 
h lothrecht anter der Dreh- 
achse O liegen. Wird bei A ein Gewicht Q eingehängt, so bildet 
sich eine neue Gleichgewichtslage mit einem Änsschlagwinkel a, 
um den sich der ganze Hebel AOB verdreht und der 
an der Theilung messbar wird. Für die Momenten- ^'^' 
gleichnng ist nur die Lage der Punkte A, O und S 
(Fig. 181) massgebend, und es wird Ql cos a = G hsixt a ' 



Gh:l ist ein unveränderlicher Festwerth für eine bestimmte 
Waage. Auf dem Kreisbogen wird man bei den TheUstriehen nicht 
Zahlen für die Winkel a, sondern sogleich für die entsprechenden 
Gewichte Q, einritzen. Di(^ Theilong ist dann selbstverstilndlich 
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nicht gleichmässig, da mit wachgendem Winkel die Tangwite immer 
schneller wächst Die Gewichtstheilang wird daher mit zunehoien- 
dem o enger und enger werden; darin findet aber die Anwendbar- 
keit der Waage ihre Grenze. 

Beispiel: Entepricht z. B. einem Gewichte von 



10», 



L AnsBcMag roa 



= ff-tglO = 



a 






a 


= 74 


9'. 


a 


= 79 


17', 


a 


= 81 


55', 


" 


= 83 

— afi 


31', 

♦a' 



Will man nun die Aussdili^wiidfel tut Vielfache von 10 a hahen, 
ZQ bedenken, dass tg a mit Q Terhältnisgleich wachet. 

Fat 20g ist («a = 2 . O,m==0^ni « = 19" 24', 

„ 100g „ t6a= 1,1» 

_ 200g „ tga= 3,M 

„ 300 g , tga= 5,18 

, 400 Ä , t«a= 7,M 

, 500g , tgo= 8,8*; 

. 1000 S „ tg. 

Während also die TheÜEtriche för Null und lOOe um 60" von einander 
abstehen, Bind die für 500 und 1000g nur 3° ron einander entfernt. 

Die Theilung der Wage kann man leicht durch Zeichnung finden, indem 
mau hei der Nullstellung des Zeigers OB eine Tangente an den Tbeilkr«iB Tom 
Halbmesser r legt. Trägt man von OB aus den Winkel von 10 Graden ab, 
welcher dem Gewichte von 10 OrammeQ entsprach, so bekommt man auf der 
Berilhmngsgeraden sofort r • tg 10°, Dieses Mafs rtg 10" ^= 0,i7sr hat man 
dann auf der BerUhrnngsgeraden 100 Mal abzutragen bis zu einer Länge 
^ 17,> r. Zieht man nun ron der Achse aus Strahlen nach diesen Theil- 
punkten, so bekommt man auf dem Theilkreiae die Striche, weJche den 
Gewichten bis 1000 g zngehören. 

Bei der Sehnellwaage (Fig. 182) wird nicht der Ausschlag- 
winkel a benutzt, vielmehr dient zom Abwägen ein der Grösse 
nach unveränderliches, auf dem wage- 
recht einzustellenden Hebel aber ver- 
schiebbares, sog. Laufgewicht. Es 
li^ bei dieser Waage der Schwer- 
punkt S des unbelasteten Waage- 
balkens nicht lothrecht unter der 
Drehschneide O, sondern um c nach 
rechts und um h nach unten. Die 
Grosse A ist, wie sich zeigen wird, fflr das Einspielen massgebend. 



Fig. 182. 
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let K das Gewicht der leeren Schale, so gilt fOr das Gleichgevicht 
mit angehängter leerer Schale 

1) Ka = Gc + Pb, 

Legt man dann noch die Last Q aof die Schale, so moss das 
Lanfgewicht P 'am x nach rechts rerschoben werden, ond wenn 
dann wieder eine wageiechte Ruhestellung des Hebels erreicht ist, 
so gilt dafQr 

2) (^+Q)a = Gc + P(6 + ar); 
nach Abziehen der früheren Gleichung bleibt 

3) Qa = Px, mithin Q, = Px:a. 

P : a ist der Festwerth der Wa^e, Q mit x verhaitnisgleich ; die 
Theilang des Laufhebels also gleichmässig. 

Bringt man die für wagerechte Bohestellnng belastete Waage 
durch Kechtsdrehong am den Winkel a aus dem Gleichgewichte, 
so ist dazu ein Moment Wt aufzuwenden, welches man leicht findet zu 
Sn = (K-\- Q)a cosa. — P{b + x) cos a ~ öccosa + <?A ain a. 
Ffihrt man hierin Gl. 2 ein, so bleibt W. = Ghima als Ein- 
spielnngsmoment, welches also ein positives h bedingt, aber von c 
nnabbängig ist. 

Alle diese Waagen, bei denen zur Ausführung der W^ong 
Gewichtstücke oder das eigene Gewicht eines Tbeiles der Waage 
(des Balkens) benutzt werden, lieiern nicht eigentlich das wirkliche 
Gewicht des vorliegenden Körpers, d h. die GrOsse der Anziehungs- 
kraft, welche der Körper von der Erde erfährt, sondern nnr das 
Verhältnis seines Gewichtes zu dem Gewichte eines anderen Körpers 
sn derselben Stelle der ErdoberÖäche Ein Körper, welcher eine 
richtige gleicharmige Hebelwaage mit einem Gewichtstücke von der 
Bezeichnung „ 1 Kilogramm " auf der anderen Seite wagerecht 
(bezw. auf Null) stellt, erfahrt am Meet-esspiegel unter 45" geogr. 
Breite von der Erde eine Anziebangskraft = 1 ^, am Äquator aber 
beträgt die Schwerkraft des Körpers sowohl wie des Gewichtstflckes 
nach S. 94 nnr 0,997 ^. Eine solche Wägung stellt also eigentlich 
die Masse eines Körpers fest; so ist die Masse des eben beschriebenen 
Körpers ebenso wie diejen^e des Gewichtstückes auf Grund der in 
diesem Buche gewählten Einheiten (S. 34) 1:^=1: 9,sa6 Massen- 
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einheiten, n. zw. nnverAnderlich an jeder Stelle der Erde und des 
Weltenraames. 

Federwaagen dagegen, welche durch bestimmte Kräfte eine 
bestimmte, ablesbare Formändernng erleiden, zeigen die auf einen 
Körper ausgeöbte Schwerkraft. Eine Federwaage, deren Theilung 
an einem Orte angefertigt war, wo die Fallbeschletinignng 9,sa6 
beträgt, wird an diesem Orte unter einer Belastung mit einem 
Gewichtstflck der Bezeichnung „1 Kilogramm" oder mit 1' Wasser 
die Schwerkraft zu 1 ^ angeben, wird aber am Äqoator unter der- 
selben Last nur 0,997 ^« zeigen. Beim Kanfe und Verkaafe kommt es 
im Grunde genommen auf die Masse eines Körpers an. Fflr den 
Käufer sind daher solche Federwaagen nachtheilig, die an einem 
Orte getheilt wurden, wo die Fallbeächleunigung kleiner ist als an 
dem Gebranchsorte. Eine Federwaage, deren Theilung am Äquator 
angefertigt wurde, die also dort unter Belastung mit 1 ' Wasser 
von 4 " C. oder einem ebenso schweren Gewichtstücke der Bezeichnung 
„1 Kilogramm" die Schwerkraft mit 1^ ablesen liess, wird unter 
Belastung mit dem gleichen KOrper oder einem KOrper gleicher 
Masse unter 45" geogr. Breite die Schwerkraft zu 1,003^ angeben, 
also schon durch eine Last von 0,997^ Wasser zu einer Gewichts- 
angabe von t ^ gebracht werden. 

5. Zweifach befestigter bezw. unterstützter Körper. 

Ist ein unter Einwirkung seines Gewichtes Q stehender Körper 
an zwei Punkten A und B befestigt (Fig. 183), so wirken an diesen 
Widerstände W und Wi, welche mit Q 
im Gleichgewichte sein mQssen. Die Mittel- 
kraft von W und Ifj muss also das Ent- 
gegengesetzte von Q sein, oder es müssen 

R' Wi und Q in einer Ebene liegen, und 
zwar in einer lotbrechten Ebene, weil Q 
lothrecbt ist Da nun Q, durch iS geht, 

W und Wi durch A bezw. B, so ist Rahe 
des Körpers nur möglieh, wenn der Schwer- 
punkt desselben in einer durch A und B 
gebenden lotbrechten Ebene liegt Nehmen 
wir an, diese Bedingung sei in Fig. 183 
erfüllt, dann stehen für die Ermittelung der unbekannten Widerstände 



Fig. 183. 
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W und Wi nur die drei Gleichgewichts-Bedin^nngeu für Kräfte in 
einer Ebene (S. 147) zur Verfügung. Jeder Widerstand ist aber 
nach Grösse und Rictitung unbekannt, oder bat, nach bestimmten 
Richtungen zerlegt, zwei unbekannte Seitenkräfte Sonach liegen 
für die Ermittelnng der Widerstände der Befestigungspunkte vier 
Unbekannte und nur drei Gleichungen vor. Die Au^be ist also 
mittels der Gleichgewichtsbedingungen allein nicht zu lösen, man 
nennt sie daher „statisch unbestimmt", und zwar im Besonderen 
„einfäcb statisch unbestimmt", weil gerade eine Gleichung zu 
wenig vorbilden iat. Man kann diese Unbestimmtheit auch 
geometrisch erkennen. W, W, und Q müssen sich in einem Punkte 
schneiden, oder, da die Richtung von Q gegeben. W und Wj müssen 
sich in einem Punkte der Geraden Q schneiden; in welcher Höhe 
dieser Punkt aber liegt, ist unbestimmt, richtet sich nach der beson- 
deren Art, wie die Befestigung vorgenommen wurde, und ist im 
Allgemeinen nur schwierig, in vielen Fällen auch gar nicht fest- 
zustellen. Nimmt man einen Schnittpunkt C der Kräfte an, so sind 
die BichtuDgen von W und IT, bestimmt, es ist dann leicht das 
Eräftedreieck der drei Kräfte für Gleichgewicht (S. 63) zu zeichnen, 
womit anch die Grössen von W und IT, feststehen. Ein anderer 
Punkt Gl aber liefert ein anderes Ergebnis für W und Wj . 

Ähnlich sind die Verhältnisse, wenn die Befestigung nicht an 
zwei Funkten A und B, sondern an zwei zur Bildebene recht- 
winkligen wagerecbten Achsen Ä und B erfolgt Dann fällt die 
erste Frage, ob und wann der Körper im Ruhezustände sein kann, 
fort Der Körper ist unwandelbar befestigt, an jeder Bewegung 
verhindert, — abgesehen vielleicht von einer Verschiebung längs der 
beiden Achsen, deren Möglichkeit für diese Untersachungen keine 
Wichtigkeit hat. 

Über die Art der Unbestimmtheit 
der Aufgabe bekommt man einige Auf- 
klärung, wenn man die Widerstände 
W und Wi zerlegt, u. zw. in den be- 
stimmten Richtungen von A nach B 
und rechtwinklig dazu (Fig. 1 84). Nennt 
man die Seitenkräfte in der Sichtung 
AB bezw. ^ und ^, rechtwinklig 
dazu Fund F^ und bedenkt, dass, wenn AB mit der Wagerechten 



Fig. 184. 
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äea Winkel a bildet, Q in Q sin a und Q cos a zerlegt werden 
ksoD, so lauten die Gleichuagen der Kräftesummen in den beiden 
Achsenrichtungen 

1) _JC+ ^t—Qs.iaa = 

2) r + Ti — Öcosa = 0. 

Die Momente beziehen wir zweckmässig auf eiue der Befesti- 
gnngsachsen z. B. Ä, weil dann die unbekannten Kräfte JC, Ai 
und F ans der Uomentengleichung fortbleiben; auch führen wir in 
diese Gleichung zweckmässig die ursprüngliche Kratt Q, nicht aber 
ihre Seitenkräfte ein. Dann ist nach den Bezeichnungen der Figur 

3) = — Yyl + qa oder y; = ^. 

In den Gleichungen 2 und 3 kommen nur die Unbekannten 
T und F, vor, die daraus also zu bestimmen sind. För JT und 
Xi steht aber nur die Gleichung 1 zur Verfflgung. Von diesen 
Kräften ist also nur die Summe bestimmbar, nicht aber die ein- 
zelnen Äntheile. In der Richtung AB kann der E3rper bei der 
Befestigung jede beliebige Anspannung erfahren, die sich im Allge- 
meinen nicht erkennen lässt Befestigt man z. B. ein bjilzemes 
Brett mittels zweier Drahtstifte A und B an einer Holzwand, so 
kommt es bezüglich der GrSsse von JT und J^ auf die Art der 
Eintreibung der Drahtstifte an; durch die letzten Schläge kann man 
erreichen, dass zwischen den Stellen A und B in dem Körper eine 
innere Zngkraft oder Druckkraft entsteht, deren Grösse die Wider- 
stände X nnd JCi beeinflusst, bei Annahme starrer Körper aber 
völlig unbestimmbar ist. 

Die in zweckmässiger Weise aufgestellte Momentengleichnng 3 
hat die gute Eigenschaft, dass darin nur eine einzige Unbekannte 
vorkommt Setzt man Y^ nach Gl, 3 in GL 2 ein, s 



// ^\l 11 ^ l' 



4) Y=q\ 

Unmittelbar aber kommt man zu diesem Ei^ehnisse, wenn man die 
Gleichung der Kräftesomme in der F- Richtung ganz fortifisst 
und dafür nochmals eine Momentengleichung anschreibt, jedoch in 
Bezug auf einen von A abweichenden Drehpunkt, den man so 
wählen muss, dass in der Gleichung womöglich nur diejenige Unbe- 
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kannte vorkommt, om deren Aaffindnng sich's gerade handelt, in 
diesem Falle also Y. Das wird erreicht durch die Wahl von B 
als Drehpunkt, nilmlich 




Fig. 186. 



5) 0=Yl — Qb oder Y=Q 
wie in Gl. 4. 

Von dieser Bevorzugung der Momenten- 
gleichangen in Bezng anf immer neue Dreh- 
punkte wird in der Folge häufig Anwendung 
gemacht werden. Nui- muss man nicht 
erwarten, dadurch die Zahl der Oberhaupt 
verfugbaren Gleichungen vergröasern zu 
kiJnnen. Für das Gleichgewicht von Kräften in einer Ebene giebt 
es drei von einander unabhängige Gleichungen, mag man dieselben 
fllr Kräftesnmmen oder fßr Momente aufstellen. Vei^rOssert; man 
die Zahl der Momentengleichungen durch 
Wahl immer neuer Drehpunkte, so bleiben 
die Gleichungen nicht mehr von einander 
anabhängig, so dass dadurch für eine nnl9s- 
bare Aufgabe nichts gewonnen wird. 

Die vorstehend behandelte Aufgabe ver- 
liert ihre Unbestimmtheit, wenn an einer der 
beiden Stellen, z. B. bei A, die Befestigung 
80 geändert wird, daas Aber die Richtung 
des Widerstandes W keine Unbestimmtheit 
herrscht, indem man, statt den hindurchgesteckten Bolzen oder 
Drahtstift von dem Körper rings umscbliessen zu lassen, etwa eine» 
länglichen Schlitz anbringt Hat der Schlitz 
wie in Fig. \Sb, die Richtung von A nach B, 
so kann bei A ein Widerstand X gar nicht 
geleistet werden; es wird Jr=0 und y=W; 
mitbin Xi = Qsina, womit die Widerstände 
sämmtlich bestimmt sind. Auch die geo- 
metrische Lösung ist jetzt leicht möglich: 
Verlängert man die nun gegebene Richtung 
von W bis zum Schnitte C mit Q, so sind 
W und Wi nach Fig. 183, S. 157, leicht 
bestimmt Auch erkennt man, dass die zeichnerische Behandlung 




Fig. 187. 
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von gleicher Eiofachfaeit ist, welche Richtung anch der Schluß 
haben mag, wenn mao nor die Kichtang eines der Widerstiände 
W oder TPi bestimmt zu erkennen vermag 
(Fig. 186). 

In Pig 187 ist die Richtnng von W darch 
den runden Äuflagerungsbolzen A gegeben, 
dadurch der Punkt C und die Richtung von 
Wi bestimmt, und man erkennt, dass nnn 
auch eine völlige tTmscbliessung des Bolzens B 
nicht mehr nöthig wäre, sondern eine Stützung 
nach Fig. 188 für das Gleichgewicht hinreichen 
würde. Fig. 18? bietet nur eine grössere Sicherheit gegen Störungen 
dea Qleichgewichts darch Frschätterungen, Stösse und das Hinzu- 
treten neuer ErSfte. Scheinbar unwesentliche Fig. 189. 
Änderungen der Form des Körpers in der Nähe 
der ünterstützungastellen haben zuweilen sehr 
wichtige Folgen. Biegt man z. B. den Stab der 
Fig. 189 an seinem oberen Ende derartig um, 
dass er den Bolzen B mit einer wagerechten 
Ebene berührt (Fig. 190), so wird W^ lothrecht, 
der Schnittpunkt von l^und H\ rückt in nn- 
endlicfae Feme, und dadurch wird W eben&lls lotbrecht, ao dass 
nun die bei Fig. 189 erforderlich gewesene seitliche Sicherung bei A 
entbehrlich wird. Die Grössen von W und Wi Fig. 190. 
ei^eben sich mittels der Momentengleichungen 
zu W =: Qb : l; TTi =Q-a: Z. 

Auflagerung der Dachsparren auf 
Dacbpfetten. Die Dachpfette möge die 
Fonn eines aufrecht stehenden Rechtecks 
haben {Fig. 191}; der Sparren sei für die Auflagerung entsprechend 
ausgeschnitten. An den lothreclitan Berührnngsstellen kann keine 





Eraft auftreten, denn es müsste H+ Hi 
= sein, und weil keine dieser Kräfte 
negativ werden kann, so müssen beide 
Null sein. An den wagerechten Berüh- 
rnngsstellen treten die lothrechten Wider- 
stände A und B auf, die sich genau 
berechnen wie im vorhergebenden Falle. 

Eeek, ÜKhuit. 



Kg. 191, 
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Das Gewicht der Dacbsparren übt daher auf die die Ffettes 
tragenden Wände nur lothrechte Drücke (das Entgegengesetzte von 
A und B) aus, wenn man ron der 
, Beibung absiebt. 

Anders ist aber die Sache, wenn die 
Ffetten ftkr die Auflagerung der Sparren 
schräg abgeschnitten sind (Fig. 192). Ist 
dann etwa nur bei B eine Nagelung ans- 
gefUhrt, nicht aber in .^ä, so werden die 
Widerstände W und FT, beide schräg. 
Die Entgegengesetzten derselben wirken 
auf die Tragwände der Pfetten. 

Die Bichtnng der Widerstände wird durch die gegenseit^e 
Höhenlage der Stützflächen nicht beeinflusst; besonders häufig ist die 
Auflagerung eines wagerechten Balkens 
auf zwei Stützflächen (Fig. 1^3). Dann ^- 1^^. 

wird wiederum, wenn Q das Qesammt- 
gewicht des Balkens (einschl. etwaiger 
Last) bezeichnet, 

6) A-Q^: B~Q^. ' i" 

Li^ die Last Q in der Mitte, so wird natürlich A = B=*/2Q; 
rückt dann die Last näher an das linke Auflager, so wird dieses 
mehr belastet, das andere weniger. Der Abstand t der beiden 
Auflagerdrücke ist die rechnungsmfissige 
Spannweite des Balkens. Um die Formel 
B^Q.'i/l sofort zu erkennen, denkt man sich 
den Balken als Hebel mit dem Drehpunkte 
bei A und stellt sich die Kraft B als Hub- 
kraft einer Hand vor, dann «rscheint a : l 
sofort als das Hebelverhältnis. 

Eine Thür (Fig. 194) stützt sich dreh- 
bar auf zwei Zapfen. Das den Zapfen um- 
scbliessende Thürband berührt die Cjlinder- 
Säche und erföhrt von dieser einen w^erechten 
Widerstand Y; es stützt sich aber auch auf die untere Yerdickong 
des Zapfens und erMirt dort einen lothrechten Widerstand ^. Daher 
treten an jedem Zapfen zwei unbekannte Kräfte auf. Wäre die Thür 
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nur bei B gehalten, so würde sie donh Q reehtshenim gedreht 
Verden; dem tnosa bei ^ ein nach links gerichteter Druck I" 
Tiderstehen. Nach der Gleichung dw wagerechten Krftfte mtiss 
bei £ dw gleiche Dmck Y nach rechts wirk«L Die Gleidmi^ 
der lothrochten KrÄfte verlangt X+ X, = Q; woteres ist über 
X nnd JCj nicht zn finden: wie sieh das Gewidit Q auf beide 
Zapfen vertheilt, h&i^ von der Geoanigkeit der AnsfUining ab. 
Y ist aber durch die MomeDtra^leichong, etwa nm B, leicht la 
berechnen: = Qb—Yh, oder T= Qb : h. 

Bei näherer Besichtigung einer Thür wird man zuweilen finden, 
dass an einem der beiden Zapfen das Th3rband mit der uaterui 
Verdickung des Zapfens nicht in Berühning ist, dass daselbst ein 
Spielraum, eine offene Fuge sich zeigt Au einer solchen Stelle 
findet dann auch keine Druckflbertragung statt, und es wird das 
Gewicht Q der Thflr in solchem Fall allein von dem anderen 
Zapfen getragen. 

Bei wichtigen Fällen, d. h. wenn grosse Kr&fte aoftreten, ist 
eine derartige Unbestimmtheit der Kraftwirkung tu vermeiden. 
Daher trifft man dann die Einrichtung so, dass die Kraft X nur 
an einer Unterstützungsstelle Oberhaupt auftreten kann, indem man 
an der anderen Stelle eine Berflhrnng nur an der cjlindrischeo 
Flllche zulSsst. Z. B. an dem Dreh- 
Krahne (Fig. 195). Hier muss 
{mit Q = 3000. Qj = 2000 ^«) 
X= Q + Q, = 5000 ^, and in Be- 
zug auf den anteren Stützpunkt B 



Fig. 195. 



= - 



ri + i 



• 1,5 + 3000 ■ 4 




mithin Y= 3750 ^ sein. Man kann 
die Aufgabe auch rein zeichnerisch 
lOsen: Kach ii^end einem Mafsstabe 
trSgt man in einer Nebenfigur Qi 
nnd Q zu einem Krafteck an einander, 
wählt einen beliebigen Pol O, zeichnet 

zn den Polstralilen ein Seileck in der Hauptfigur, deren äusserste 
Seiten durch ihren Schnittpunkt die L^e des Geeammt^ewichtes 
B, = 5000 bestimmen. Mit dieser Kraft R müssen nun der wage- 

II* 
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rechte Widerstand Y des oberen Lagers und der schräge Geaammt- 
widerstand W des anteren Lagers im Oleichgewichte Bein, sich 
also auf ihr schneiden. Der Schnitt C von Y und R bestimmt 
sonach die Richtung BG von W. Zieht man im Krafteck £F 
wagerecht, DF || BC, so ist _Z>_F= W and Fi:= Y. 



6. Dreifach und mehrfach befestigter bezw. 
unterstützter Körper. 

Hat ein Körper drei feste Punkte, so lässt sich der Widerstand 
jedes der Punkte in je drei SeitenkrSfte zerlegen; man hat also 
9 unbekannte. Die Zahl der Gleichgewichts- Bedingungen beträgt 
im Allgemeinen 6, mitbin fehlen 3 Gleiehangen zur völligen 
Bestimmung der Kräfte, oder die Aufgabe ist dreifach statisch 
unbestimmt. 

Tst aber der Körper ein nur lothrecht belasteter dreibein^er 
Tisch oder Schemel, der sich an drei Stellen auf eine wi^erechte 
Ebene stützt, so sind von den drei Widerständen die Richtungen 
bekannt und die Grössen gesucht Benutzt man die Lothrechte 
als ^-Richtung, so sind von den 6 Öleichgewichts- Bedingungen 
(8. 146) henntzbar: 31. 3, 4 und 5, und diese genügen zur Be- 
stimmung der S Unbekannten; doch wendet man zur Bestimmung 
der Unbekannten vortheilhaft nur Momenten- Gleichungen an in 



Bezug auf Drehachsen durch je 2 
Stützpunkte. Die lothrechten Wider- 
stände A, B und C sind zu berechnen. 
Die Richtungslinie des Gewichtes Q 
des belasteten Tisches schneide die 
Unterstätzungsebene in D (Fig. 196). 
Für die Äehae AB gilt: 

= —G-GF+Q,-DE, also 



Fig. 196. 



1) 



G = 



IDE:GF. 



In entsprechender Weise findet man -■■■ 
A und B. 

Ist der Tisch nur einfach auf den Boden gestellt ohne Binde- 
mittel und ohne Verklammerung, so können die Widerstände nicht 
negativ werden. Es wird aber G=0, wenn DE=Q, d. h. wenn 
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Fig. 197. 



Q darch die Seite ^.B des UnterstQtzungsdreiecka geht. Liegt Z> 
ausserhalb dieses Dreiecks, so ist Gleichgewicht nicht mOglich, viel- 
mehr kippt der Tisch dann um eine der Seiten des Dreiecks ABC. 

Ffillt D in den Schwerpunkt des Dreiecks ABC, so wird 
C= VaQ, und ebenso gross werden A und B, so dass in diesem 
Falle das Gewicht sich gleichoiässig auf die 3 Stützpunkte vertheilt. 

Tritt zu dem Gewicht Q, noch eine wagerechte Kraft K, so 
können die lothrechten Widerstände nicht mehr Gleichgewicht 
herbeiführen, sondern es müssen an den A.uflagerstellen noch wage- 
rechte Widerstände hinzutreten. Diese werden in Wirklichkeit bis 
zu einem gewissen Grade durch die Reibung geliefert; wir wollen 
statt dessen hier annehmen, dass eine vorgelegte Leiste die Ver- 
schiebung bindera Es ist dann ausser dem 
Ruhezustande nur ein Kippen um die Leisten- 
kante möglich. 

Ersetzt man Q, und K durch ihre Mittel- 
traft R, welche rechts von A im Abstände r 
vorbeigeht, so wird 

Cc = Rr oder G=Rr:o. 
Gleichgewicht ist nur mSglicb, solange r 
positiv ist, d h. innerhalb des Unterstützungs- 
dreiecks durch die Gnindebene hindurchgeht 
Zugleich ist aber auch Rr = Q.a — Kh. 
Es ist also Gleichgewicht nur möglich, solange 
^aäJTA. Qa heisst das Standsicherheitsmoment (Stabi- 
litätsmoment) in Bezug auf die Kante A, Kh das Umsturzmoment. 
Der Körper ist nur im gesicherten Gleichgewichte, solange das 
Standsicherheitsmoment grösser als das Umsturzmoment. 

Stützt sich ein Körper an mehr als drei Stellen auf eine 
wagereehte Ebene, so sind die Widerstände der Stützpunkte nicht 
mehr zu ermitteln. In geometrischer Beziehung ist die Ebene, in 
welcher der Körper die Unterstützungsfläche berührt, durch mehr als 
drei Punkte bestimmt, also überbestimmt, während, wenn die 
Unterstötzungsstellen nicht genau eine Ebene bilden, ein Wackeln 
des Körpers bei Verschiebung der Last eintreten kann. Ein drei- 
beiniger Tisch kann nicht wackeln, ein mehrbeiniger aber bekanntlich 
sehr leicht; es hängt damit die Unbestimmtheit der Druckvertheilung 
zusammen. 
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Bezüglich der Sicherheit gegen ein Ümstorzmoment gilt fflr 
einen vierbeinigen Tisch das Gleiche wie fBr einen dretbeinigen. 

Bnht ein EOrper anter Einwirkung seines Oewichtes Q mittels 
ebener Fläche auf wagerechter Ebene (Fig. 198), so mfissen die 
lothrecht aufwärts gerichteten Widerstände der 
Flächentheilchen eine Mittelkraft N liefern, die 
dnroh den Schwerpunkt S des KCrpers geht 
Nach welchem Gesetze sich aber N auf die Be- 
rührungsfläche vertheilt, ist statisch unbestimmt. 
Da nun die Mittelkraft zweier Parallelkräfte 
gleichen Sinnes nach 8. 102 zwischen den Parallel- 
kräften li^, 30 kann auch die Mittelkraft N nor innerhalb des 
Bereiches der Grundfläche liegen, oder es ist f^ Gleichgewicht 
erforderlich, dass die Schwerpunktslothrechte innerhalb des Bereiches 
der Grünfläche bleibe ; andernfalls tritt ein 
Kippen um eine Drehkante ein, z. B. in Fig. 199 Fig. 199. 

um A. 

Hat aber der Umfong der Qrnndääche ein- 
springende Theile (Fig. 200), so ist nicht erforder- 
lich, dass die Schwerpnnktslotbrechte dorch die 
wirkliche engschraflßrte Berährnngsfläche hin- 
durchgehe; vielmehr erhalt man den ffir die 
Standsicherheit massgebenden Bereich der 
Grundfläche, indem man die wirkliche Berührungsfläche so weit 
ergänzt, dass einspringende Winkel fortfallen. Denn eine Seite oder 
Tangente der Grundfläche kann nur dann zn einer Drehkante werden, 
wenn ihre Verlängerung die Berührungsfläche nicht 
mehr durchschneidet. Sämmtliche Tangenten, die man P"?- 200. 
an den einspringenden Bogen FED der Fignr legt, ^^,c 

sind keine möglichen Drebkanten. Es muss daher die ^v^ 
leichte scfarafiirte Halbkreisfläche FSD mit zu dem '^^^ 
Bereiche der Grandfläche gerechnet werden, aus dem %^r 
die Schwerpnnktslotbrechte nicht hinaustreten darC ^^ 

Der Bereich der Grundfläche ist diejenige ebene Fläche, 
welche umschlossen wird von einer beweglichen Geraden, die die 
ünterstützunggfläche umhüllt, d. L sich so um dieselbe bewegt, 
dass sie sie stets beröhrt, ohne sie aber zu schneiden. 
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Bekanntlidi kann ein zusammengebogenee Papier- oder Karten- 
blatt auf einem Tische sicher stehen, wiewohl die Schwerlinie nicht 
durch die schmale Äuflagerfläche hindurch geht. Ebenso bildet 
bei dem Tische (Fig. 196, S. 164) die gesammte Dreieckfläche ABC 
den Bereich der Grundfläche. 

Geht die Schwerpunbts-Lothreuhte gerade» dnrcb eine mlgliche 
Drehkante (Fig. 201), so ist der Ruhezustand unsicher. Der Wider- 
stand des Bodens vertheilt sich nicht mehr Qber 
die BerOhrangsfiäehe, sondern wird nur noch von ■^'E- ^'■ 

der Drehkant« geleistet. 

Tritt zu dem Gewichte Q, des Körpers noch 
eine beliebig gerichtete Kraft K hinza, die mit 
Q in derselben Ebene liegt (Fig. 202), so kann 
man die Mittelkraft S beider bestimmen, und 
letztere mnss durch den Widerstand W des Bodens 
aufgehoben werden, wenn der KOrper in Ruhe bleiben soll. Die 
seitliche Verschiebung im Sinne der wagerechten Seitenkraft von K 
sei durch einen Vorsprung am Boden verhindert; dann kommt nur 
noch die M^tglichkeit der Drehung um die 
Kante in Frage, deren Verschiebung durch Fig. 302. 

den Vorsprang gehindert ist. Der Boden 
kann innerhalb des Bereiches der Grund- 
fläche jeden beliebigen Normalwiderstand N 
leisten, der Vorsprung einen seitlichen 
Widerstand von beliebiger Grösse; der aus 
beiden sich zusammensetzende Gesammt- 
wlderstand W kann daher innerhalb des 

Bereiches der Grundfläche jede beliebige Grösse und Richtung haben, 
kann aber nicht ans diesem Bereiche heraustreten. Es muss daher 
die Ls^e von 2t die UnterstQtzungsebene ebenfalls im Bereiche der 
Grundfläche schneiden, wenn der Körper soll in Ruhe bleiben können. . 
Ist der Hebelarm von Q in Bezug auf die Drehkante A wieder a, 
der der Kraft K aber l, so ist wieder Standsicherheit vorhanden, 
wenn Qa :> Kl, d. h. wenn das Sicherheitsmoment grösser als das 
Umsturzmoment Für Kl = Qa geht die Mittelkraft R aus K 
and Q durch die Drehkante, und der KSrper ist im unsicheren 
Gleichgewichte. Wird Kl im geringsten grösser als Qa, so wird 
der Körper sich am die Kante A drehen. 
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Erfolgt diese Drehung, so beschreibt der Schwerpunkt S{¥\g 204) 
einen Eretsbogen um A, die Richtungslinie des Gewichtes Q rückt 
der Kante immer näher, das Moment von Q, wird immer kleiner 
nnd endlich zu Null, sobald der Schwerpunkt in Si lothrecbt 
über A liegt Setzen wir voraus, dass die umstürzende Kraft JC 
in der Weise abnehme, dass ihr Moment stets gleich dem Momente 
von Q in Bezug auf A sei, so wird das Moment ihrer Mittelkraft R 
stets Null sein, M also stets durch A gehen. Es wird dann ein 
langsames, allmähliches Aufkippen des 
Körpers möglich sein. Die hierzu von ^8- ^''^■ 

der Kraft K zu leistende Arbeit kann 
man leicht berechnen. Die Bewegung 
erfolge so langsam, dass bei der höch- 
sten Lage des Schwerpunktes die Ge- 
schwindigkeit aller Funkte des Körpers 
Null sei. Dann ist, von der sicheren 
Buhelage aus gerechnet, die Zunahme 

am Arbeitsvermögen Null. Mithin muss aach die Arbeitssumme 
Null sein. Nach S. 144 verrichten aber die inneren Kräfte die 
Arbeit Null, der in der Drehkante A auftretende Widerstand W 
verrichtet ancb die Arbeit Null, weil sein Angrifföponkt sich nicht 
bewegt; mithin muss die Arbeit von Q und ff zusammen Null sein. 
Bei einer Hebung des Schwerpunktes um Ai ist aber (nach S. 139) 
die Arbeit der Schwerkraft — QAi, folglich ist die Arbeit zum 
völligen Aufkippen des Körpers 

1) a-oA,. 

Diese Arbeit heiast die dynamische Standsicherheit, sie 
kommt in Frage, wenn es sich darum handelt, ob ein Körper durch 
einen Stoss oder Wurf umzustürzen ist. In einem geworfenen Körper 
steckt ein bestimmtes Arbeits vermögen; trifft er einen aufgestellten 
Körper, so kann ein gewisser Theil des Arbeitsvermögens zum 
Umstürzen wirksam werden. 

Das Standsicherbeitsmoment war das zum ersten Anheben er- 
forderliche Moment und unabhängig von der Höhenlage des 
Schwerpunktes. Die zum völligen Aufkippen erforderliche Arbeit % 
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aber ist auch von der H9be y des Schwerpunktes abhangig. Es 
ist nämlicb (Fig. 203) 

AS= A8^ = Va^ +y^; hy = AS^—y ^Ya^ + y"^ — y, 

was man aber, wenn man mit Vä^ + y' + y multipUzirt und 
diridirt, aucb scbreiben kann 



■ V"aä"+ .v' + y 



oder 



2) 



'& = Qa 



' + y + 3/ 



Man erkennt, dass bei gleich bleibendem a die Arbeit % um 
so kleiner wird, je hOber der Schwerpunkt liegt. K{)rper mit hoch 
liegendem Schwerpunkte lassen sich also durch einen Stoss ver- 
hältnismässig leicht umstürzen. 



Beispiel: Ein parallelepipedischer Steiukärper (Fi^. 
204) Yon 1 X 1 X 2 " wiegt, wenn j- = SOOfl kg, 
Q = 4000*8. Liegt er mit einer Langseite auf dem 
Boden, so ist 0=^0,111, p = 0,i"i, daher das Moment 
snm ersten Aufkippen a)I = ea = 4000 ■ 0,6 = 2000'"'«. 
Oder es muBS nnter der linksseitigen Steinkante eine 
Hubkraft i:— 2000<« wirksam sein. Die Arbeit zum 
Tölligen Aufkippen, so dass er dann von selbst weiter 
umkippt, ist 



Fig. 204. 




= Qa 



l/'Ö,.* + O,."ä-|-0,. /2 + 1 



= 2000(1 ''2 — 1) 



Steht aber der Körper hochkantig, 
ebenso gross wie rorher, dagegen 
^ 472 «i«, also erheblich kleiner. 



o = 0,t"i, y = 1 m, mithin ist 9)! 
-^ Qa (l^i -f 4 — 2) = 2000 • O.tsa 



Eine Mauer von trapezförmigem Quer- 
schnitte (Fig. 205) habe eine Hjtbe h. eine 
obere Breite 6; der Grundriss der geneigten 
Seite AD betrage nh; dann setzt sich das 
Standsicherheitsmoment aus den Beiträgen des 
rechteckigen und des dreieckigen TheÜes zu- ■* 

sammen, in welche man den Querschnitt zerlegen kann. Fflr eine 
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Länge => 1 rechtwinklig zur Zeichenebene ist dann in Bezug auf 
die Kante A daa Standsicherheitsmoment ä)}.: 

5Wa = yli {j (Vs ft + nA) + '/! "A ■ */a tiAJ 
= /A {'/ift* + 6 iiA + 1/3 "=A2}. 
In Bezog aaf die Kante B : 

SKt = /A {'/s A' + V2 nA (^ + Va nA}} 
= ;'A {Vsft* + VaA nA + Van'A^}, 
mithin äß, >- 3Rt, weil der GesammtschwerpanU; näher an jB als 
an A liegt. Würde man das Trapez mit einem fiächengleichen 
Bechteeke von der Höhe A und der Breite 6 + '/ä "A vertauschen, 
so betrüge das Standsicherheitsmoment nur 

Sß=;'A'/a(6+ VinÄ)» 
= 7A{Vs6'+ V26nA4 Vsn^A^}, 
also wiederum weniger als SR». 

7, Gleichgewicht jiner Verbindung von Gelenkstangen. 

Unter einer Gelenkstange verstehen wir einen starren KGrper, 
der an zwei Stellen mit 8<^. Äugen versehen ist, in welchen 
cylindrische, einander parallele Bolzen angebracht sind. Mittels 
dieser Bolzen sind die ECrper mit einander hezw. mit festen, unbe- 
weglichen Widerlagern derartig verbunden, dass in den Gelenken 
nur Kräfte auftreten können, welche durch die Achsen der Gelenk- 
bolzen hindurch gehen und zu diesen rechtwinkl^ stehen. Die 
Form der Körper ist im Übrigen gleichgültig, dieselben können die 
Gestalt von geraden oder einfach gekrümmten Stäben haben; der 
Einfachheit wegen mögen sie geradlinig gezeichnet werden. Die 
Reibung an den Bolzen wird vernachlässigt 

Terbindung zweier Clelenkstäbe. In A and B (Fig. 206) seien 
die Stäbe mit WiderlE^ergelenken p. „„g 

verbunden, bei C greifen sie gelenk- 
artig in einander. G und <?i seien 
die Gesammtlasten der linken bezw. 
rechten Stange mit den wagerechten 
Abständen c und c^ von A bezw. B. 
Es seien A und \ die wi^erechten, 
A und Ai die senkrechten Projektionen der Stangen. Den Widerstand W 
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Kg. 207. 



des Widerlt^ergelenks A zerlegen wir in A (senkrecht) und JC (wage- 
recht); den Widerstand Wi des Gelenks B in B bezw. Xi, während 
die gegenseitige Kraft D, welche die Gelenkstangen bei C auf 
einander ausüben, in F (senkrecht) und H (wagerecht) zer&llen möge. 

Soll die Verbindung im Gleichgewichte sein, so musa jede 
Stange fQr sich den Qleichgewichtsbedingungen 
genfigen. Da nun tür Kräfte in einer Ebene 
3 Gleichgewichtsbedingongen aufzostellen sind, 
so stehen im Ganzen 6 Gleichungen znr Ver- 
fttgung, mittels deren die unbekannten A, X, 
B, Xi, H nnd F bestimmt werden können. 

Zuerst sollen die g^enseitigen Kiäfte im 
Gelenke G berechnet werden. Dass an der 
linksseitigen Stange H nach links wirken muss, erkennt man leicht; 
der Sinn von V ist vorläufig unbestimmt; wir nehmen ihn nach 




oben an. Bei der Momentengleichang in Bezug 
auf A (Fig. 207) fallen A nnd X aus. und man 
erhält einfach : = —Hh —Vh + Gc. An der 
rechtsseitigen Stange (Fig. 208) müssen H und V 
entgegengesetzt angebracht werden, und man 
erhält: = SAi — Vh^ — G, Ci ■ 
Ans beiden Gleichungen folgt: 



Fig. 201 



M 



F = 



b\ + 6,A 
Gc h. — Q,c^ h 



"Wird hierbei F negativ, so ist es in Fig. 207 abwärts, in Fig. 208 
aufwärts gerichtet 

Weiter folgt dann leicht an der linken Stange: 

3) A=G—V; X=B; 
an der rechten: 

4) £ = ffi + F; Xi= H. 
Wirken aber an jeder Stange zwei 

Lasten P und Q, bezw, Pj nnd Qj 
(Fig. 209), so kann man P und Q durch 
ihre Mittelkraft G, P^ und Qi durch 
ihre Mittelkraft <?i ersetzen, u. zw. ist dann einfach 
Gc = Pd + Qe; öjCi = Pi dj + Qi«i 




.y Google 



■ Zweite Abtheilung. A. Gleicbgewicht starrer Korper. 

Führt man dies in die Ol. 1 nnd 2 ein, 

„_ Pdbj +Qebi + P,dib + Q,e,b 



6) 



F = 



6A, + bih 
Pd\ + q.eh^ — PidiA — Qi^iA 



6Ai + 6,A 

In diesen Gleichungen ist jede der 4 Lasten durch ein be- 
sonderes, von den anderen unabhängiges Glied vertreten; feilen die 
Lasten Q,, Qi und P^ fort, bleibt also nur P, so wird 



M = 



6 A| + 6| A 



bhi + fci A * 



Fig. 210. 



Jede der Lasten liefert hiernach zq den Kräften 3 und V ihren 
bestimmten, unabhängigen Beitrag; man kann daher beim gleich- 
zeitigen Vorhandensein beliebig vieler Lasten den Einäuss jeder 
einzelnen Last anf S und V. besonders ermitteln und braucht die 
einzelnen Beträge dann nur mit ßücksicht auf ihre Vorzeichen zu 
Summiren. Das eigene Gewicht der Stangen wird ebenso wie jede 
Xiast behandeil; man kann daher die Stangen als an und für sieh 
gewichtlos betrachten. 

Eine unbelastete und gewichtlos gedachte Gelenkstange hat aber 
Eigenschaften, die für die Berechnung der Stangenverbindungen sehr 
wichtig sind (A. Bitter, Technische Mechanik). 
An einer solchen Stange müssen die Gelenk- 
drücke W und D sich allein im Gleich- 
gewichte halten, also gleich und entgegen- 
gesetzt sein und in dieselbe Gerade fallen 
(Pig, 210). d. h, in die gerade Verbindungs- 
linie beider Gelenke. Oder es gilt der Satz: 

Eine gewichtlose unbelastete 
Gelenkstange kann nur Widerstände 
in der Richtung der Verbindungsgeraden ihrer Gelenke 
ausüben. 

Sind die Pfeilspitzen der an beiden Gelenken auftretend«! 
Kräfte einander zugewandt, wie in Fig. 2 10, so ert^hrt die Stange 
Druck. Denken wir uns die Stange an irgend einer Stelle zwischen 
den Gelenken durchschnitten, so haben wir an der Schnittstelle 
eine innere Spannkraft 5 anzubringen, welche die Wirkung des 
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abgeschnittenen Stflckes ereetzt; diese Spannkraft ist ebenfells = T> 
und ihr entg^engesetzt, oder: 

Die Spannkraft einer unbelasteten Stange fällt in 
die Verbindungsgerade der beiden Oelenkpunkte. 

Ist nun (Fig. 211) die linke der beiden Stangen mit G belastet, 
die rechte einstweilen unbelastet, so übt letztere einen Gegendruck 
D = W^ in der Richtung BC, 
welche sich mit ö im E^inkte 
K schneidet; durch K mass dann 
auch der Widerstand W des Ge- 
lenkes A hindurchgehen, weil an 
der Stange AG die drei Kräfte: 
~ ffi, ff und W sich im Gleich- 
gewichte halten müssen. Nach- 
dem hierdurch die Richtungen von 
W und Wi gefunden sind, lässt 
sieb leicht ein Krafteck ahc dieser 
3 Kräfte zeichnen, aus welchen 
dann die Grossen Wund 7) = H'i 
abgegriffen werden k^innen. 

FKr eine Belastung der 
rechten Stange mit Ö' findet 
man in entsprechender Weise die 
zugehörigen Widerstände W und 
Wi im Krafteck hde. Sind nun 
die Lasten <? und G' gleichzeitig vorhanden, so treten auch die 
entsprechenden Widerstände gleichzeitig auf. Der Gesammtwider- 
stand im Punkte A ist dann die Mittelkraft aus W und W. Diese 
ist aber leicht zu finden, wenn man aus Je und eh ein Parallelo- 
gramm Oeht zeichnet; dann finden sich Oc = W und ca = IF an 
einander gereiht, und ihre geometrische Summe Oa ist der Gesammt- 
druck W^ in A. Ebenso ist dO der Gesammtdruok W,, in B, 
Bringt man diese Gesammtkräfte in A und B an, so schneiden sie 
G und G' in Punkten X und Z.', durch welche auch der Gesammt- 
druck des Gelenkes C hindurch gehen muss, die deshalb mit 
in einer Geraden liegen mfissen, und zwar muss diese Gerade 
LGL' II Oh sein, weil Oh den Gesammtdruck des Gelenkes C nach 
Richtung und GrCsse darstellt. 
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i?Xr 



^ 




Rflclt die Last G (Fig. 212) dem Widerl^ei^elenke A näher 
und näher, so verschiebt sich der Schnittpunkt K der drei Kräfte auf 
der Veriai^erung von BC mehr 
nnd mehr nach oben, und die ^- 313. 

Bichtung ron TT nähert sich mehr 
und mehr der Lotbrechteu. Im 
Grenzfalle, wo G mit Ä zu- 
sammenfällt, wird W lotbrecbt, 
fällt alao mit & in dieselbe 
Biebtung; ans diesem Grunde 
wird die dritte Kraft 2> = IT, 
(nach S. 63) <=> Null; die Last G 
wird unmittelbar Ton dem festen 
Oelenkpankt A auf das Wider- 
lager fibertragen; im Gelenke C 

tritt gar keine Kraft auf, und die Stangenverbindung bleibt ohne 
innere Spannkräfte. Also: 

Eine Last, die an einem Widerlagergelenkpunkt 
einer Stangen Verbindung angreift, bringt in der 
Stangenverbindung selbst keine Spannkräfte hervor. 

Bflckt aber die Last G der linken Stange nach C hin (Fig. 213), 
so nähert sich der Punkt K mehr und mehr dem Funkte C und 
fällt mit ihm znsammen, wenn die 
Last durch C geht Denkt man 
Bich nun die Stangen durchschnitten, 
so müssen ihre Spannkräfte beide 
in die Richtungen AG und BC 
fällen. Oder: 

Greifen die Lasten nar 
in dem gemeinsamen Gelenk- 
pn nkte einer Stangen Verbindung an, so fallen die 
Spannkräfte der Stangen in die Yerbindungsgeraden 
der Gelenkpunkte (die Stangenrichtungen). 

Die beiden vorstehenden Sätze gelten, wie man leicht erkennt, 
auch ffir eine Verbindung von beliebig vielen Stangen. 

Die Bestimmung der Widerstände der festen Gelenke geschieht 
in derselben Weise, wie auf S. 173 beschrieben, wenn auch die 



Fig. 213. 
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einzige vorbandeiie Last K an der Verlängerung einer Gelenkstange 
angreift und etwa von der lotbrechtan Kiclitung abweicht (Fig. 214). 

In Fig. 215 ergeben sieb leicht die Spannkräfte 8 and S^ der 
beiden Gelenkstangen, 

und zwar wirkt die Fig. 2u. Fig. 215, 

Spannkraft S auf Zug, 
«1 auf Druck. 

Ist bei einem 
Bogenträger mit drei 
Gelenken (Fig.2I6) nur 
die linke Hälfte durch 
eine Einzellast G be- 
lastet, so kann, ebne 
BQcksieht auf die 

Form, die rechte Hälfte wie eine gewichtlose Stange bebandelt 
werden, so dass die Richtungen der Widerlagerdrücke W und TTi 
is einfacher Weise bestimmt sind und 
daher die Zeichnung des Kraftecks aus 
G-, W und W^ ermöglicht ist 

Liegt das gemeinsame Gelenk C 
oberhalb der Geraden AB, ao erfordert 
eine Last G (Fig. 213, S. 174) schr^ 
aufwärts gerichtete Widerstände W und 
Wi ; diese Kräfte haben nach dem 

Gesetze der Wechselwirkung das Bestreben, die Widerlager schräg 
nach unten und aus einander zn drängen; die Stangen erfahren 




Fig. 216. 




Rg. 217. 



Druckkräfte. Liegt aber C unterhalb 
AB (Fig. 217), so verkehren sich alle 
Verhältnisse ins Entg^engesetzte: die 
Stangen werden gezogen und suchen die 
Widerlager nach innen zu ziehen 

Solche innere Zagkräfte, deren Kich- 
tnng mit der Verbindungsgeraden zweier 
Gelenke zusammenfällt, kOnnen auch 
durch ein Seil aaigenommen werden. 
An Stelle der Gelenke hat man sieb dann Seilknoten zu denken. 

TerbiadiiBi; von mehr als zwei Stangen. Eine Verbindung 
von zwei Gelenkstangen wie Fig. 217 bildet eine bestimmte Figur, 
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Pig, 218. 



nämlich ein durch drei Seiten beatimmtes Dreieck, weil die festen 
Punkte A nnd B die Seite AB festlegen. Eine Yorbindiiiig von 
mehr als zwei Stangen bildet aber eine verschiebliche Figur, weil 
ein Vieleck von mehr als drei Seiten nicht mehr durch die Seiten 
allein bestimmt ist. Sind die Lfingen der Stangen, deren Lasten, 
und die Widerlagergelenkpnnkte A und B gegeben, so giebt es nur 
eine gesicherte Gleichgewichtslage, welche sich dlmählich YOn selbst 
einstellt, wenn man die Stangenyerbindung der Wirkung der Lasten 
überlässt Diese Ruhelage muss zunächst ermittelt werden, bevor 
man die Widerstände der Befestigungsponkte und die Spannkräfte 
der Stangen bestimmen kann. 

Betrachten wir eine Verbindung von drei 
Stangen, 90 sind deren Neigungswinkel a,, Oj, 
«3 in der Gleichgewichtslage unbekannt. Greifen 
die Lasten ii^endwo zwischen den Qelenk- 
pnnkten an, so ist es zur Vereinfachung em- 
pfeMenswerth, jede Last G darch zwei parallele 
Seitenkräfte zu ersetzen, die je in einem Gelenk 

angreifen. Es ist dann (Fig. 218) K^ 

Verfährt man mit den Lasten der anderen Stangen ebenso, so werden 
die auf die Widerlagergelenke 
entfallenden Seitenkräfte, z. B. 
K^, unmittelbar von diesen 
aufgenommen und kommen fQr 
das Gleichgewicht der Stangen- 
verbindung weiter nicht in Be- 
tracht An jedem Zwischen- 
gelenk aber summiren sich 
die von links und rechts her- 
rührenden Seitenkräfte und 
geben zusammen die Gelenk- 
punktslast Wir haben dann 
nur mit Gelenkpunktslasten 
P und q, zu thun (Fig. 219), 
und die Spannkräfte der Stäbe 
können nach dieser Änderung mit BQcksicht auf den Satz S. 174 
,als in die Stabriehtungen fallend angesehen werden. 
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An dem Gelenkbolzen G hängt die Last P; die anschliessenden 
Stäbe üben auf ihn die Kräfte Si und ^2 ^^^t ^'^^ ^i^^^ 3 Kräfte 
müssen sich das Gleichgevricht halten, weil der Bolzen in Knfae sein 
soll Es mflsäen daher diese Kräfte ein geschlossenes Kraftect OEF 
bilden. Da nun 8^ mit der Wagerechten den Winkel oi bildet, ist 
90" — Ol der Winkel zwischen Si und P; der Winkel bei O im 
&afteck beträgt aber für die angenommenen Neigungen a, -f^^i 
derjenige bei F ist 90" — Oj, Mithin wird nach dem Sinus-Satze: 

P : ^ = sin {«1 + Oj) : cos a[ , 
Ebenso müssen die in D angreifenden Kräfte 8^, Q und tS^ ein 
geschlossenes Dreieck OiFjG bilden, für welches die Gleichung gilt: 

Q : Äj = sin («3 — Oj) : cos «3 . 
Durch Division ergeben diese beiden Gleichungen: 

sin (q, + Oa) cos 03 _ P_ 

sin (og — Oj) cos ö] Q' 
Dies ist die einzige Beziehung, welche zwischen den gegebenen 
Lasten und den Gleichgewichts-Neignngen a, , o^ und a^ aufgestellt 
werden kann. Haben aber die Punkte A und B einen gegebenen 
wagerechten Abstand a, einen Höhenunterschied b, so müssen dies« 
Werthe gleich sein der algebraischen Summe der wagerechten hezw. 
senkrechten Projektionen der Stangen, oder 

2) h cos «i + I2 coa Oj + ^3 cos 03 = a; 

3) Zi sin Ol — l^ sin a^ — ^3 sin 03 = 6 . 

Die Gleichungen 1 bis 3 enthalten die Bedingungen för die 
3 Unbekannten a, , a^ und a^, sind aber nach diesen Grössen nor 
durch mühsames Probiren aufzulösen. 

In anderer Gestalt lässt sich die Bedingung för die Gleich- 
gewichtsform der Stangenverbindung aussprechen, wenn man die 
beiden Kraftecke so zusammenschiebt, dass OiFi mit OF znsammen- 
Wlt In der so entstehenden Fignr (Fig. 219, rechts) bildet BF& 
den Streckenzng der gegebenen parallelen Lasten, den Pol, OE, 
OF, OG die Polstrablen, und wenn man nun bedenkt, dass OF || AG, 
0F\\ CD und OG ]| DB gezeichnet waren, so ist nach S. 118 der 
Linienzug AGDB ein zu den Lasten P und Q gezeichnetes Seileck. 
Die Polstrahlen des Kraftecks geben Grösse und Richtung der 
Stab-Spannkräfte. 

Keck, Hsdiuit. 12 
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Nach der Bedentang der Seileckseiten (S. 118) bedeutet DB 
die Bichtnogslioie eiDer Kraft S^ mit dem Sinne von B nach D, 
wdche die Hittelkraft von Si (aiifwürts), P und Q. darstellt Nach 
den Lehren über die Zasammensetzung und das Gleichgewicht der 
Kräfte am starren EGrper würden daher die an einem starren 
Körper wirkenden Kräfte S^, P und Q mittels eines Seilecks zn 
einer Mittelkraft S^ vereinigt werden kSnnen; und eine entgegen- 
gesetzt gerichtete Kraft :S'3 (mit dem Sinne von D nach B) würde 
den Kräften Si- P und Q, das Gleichgewicht halten. Bei der 
Stangenverbindung haben wir nnn gezeigt, dass sie unter Ein- 
wirkang der Stabkräfte Si nnd 1^3 und den Gelenkponktalasten P 
und <^ im Gleichgewichte sei. Da sich dieselben Kräfte auch am 
starren Kßrper im Gleichgewichte halten, ao folgt daran», dass, wenn 
eine Gelenkverbindung im Gleichgewichte ist, in dem Gleichgewicbts- 
nnd Kräftezustande nichts geändert wird, wenn man den Gelenken 
die Beweglichkeit nimmt, also z. B. sie zu einem starren Körper 
znsammengeschweisat denkt. 

Nach der Eigenschaft des Seilecks (S. 119) schneiden sich die 
Sichtungen von Si and S^ auf der Mittelkraft R der Lasten P 
und Q,. Die Spannkräfte S^, 82 und S^ haben im Krafteck 
übereinstimmende wagerechte Projektion, d. h. übereinstimmende 
wagerechte Seitenkraft S, gemessen dnrch den rechtwinkligen 
Abstand des Poles O von der Lastlinie EFG. 

Man erkennt leicht, dass das vorstehend tür drei Stangen ent- 
wickelte im Wesentlichen auch für beliebig viele, nur in den 
Gelenkpunkten belastete Stangen gilt; wir fassen dies unter Annahme 
reibungsloser Gelenke zu folgenden Sätzen zusammen: 

1. Die Spannkraft einer jeden Stange fUllt mit ihrer Richtung, 
d. h. mit der Verbindungsgeraden ihrer Gelenke zusammen. 

2. An jedem Gelenkpunkte halten die Spannkräfte der beiden 
benachbarten Stangen der Last des Gelenkpunktes das Gleichgewicht 

3. Die Gleichgewichtsform der Stangenverbindung ist ein zu 
den Lasten gezeichnetes Seileck. 

4. Die Spannkräfte irgend zweier Stangen halten den an den 
zwischenliegenden Gelenkpunkten angreifenden Lasten das Gleich- 
gewicht (d. h. genügen den Bedingungen für das Gleichgewicht 
starrer Körper). Die Mittelkraft dieser Lasten gebt durch den 
Schnittpunkt der beiden Spannkräfte. 
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Die Torstehendeo Sätze gelten auch, wenn die Gelenkpunkts- 
lasten nicht lotbrecht, sondern beliebig gerichtet sind. Werden die 
Lasten aber aasscbliesalicfa durch lothrechte Erftfte gebildet, so 
ist noch 

5. die wagerecbte Seitenkraft aller Spannkräfte von der gleichen 
Grosse H. 

Sind nun n Stangen der Längen h, l^ . . ., n — I Gelenk- 
lasten g^eben, so kann man damit anendlich viele Gleidigewichts- 
formen herstellen. Bei drei Stangen liess sieb ans den Gleich- 
gewiehtabedingungen nur eine Gleichaog (Gl. I, S. 177) mit den 
drei Unbekannten Oi, o,, 03 entwickeln; die beiden anderen 
Gleichungen waren geometrische Bedingungen. Ähnlich ist es 
auch bei n Stangen: Sind die Abstände a nnd b der Befestigungs- 
punkte in w^erechtem und lotbrechtem Sinne gegeben, so lassen sich 
ausser den geometrischen Bedingungen nach Art der Gl. 2 u. 3, S. 1 77, 
in derselben Weise wie bei drei Stangen noch n — 2 Gleichgewichts- 
bedingungen herleiten. Die Auflösung der Gleichungen nach den 
unbekannten Winkeln a,, a, . . . ist aber nur durch umständliches 
Probiren mOglich. Viel leichter wird die Aufgabe, wenn statt der 
gegenseitigen Lage der Befestigungspunkte zwei andere Stücke gegeben 
sind. Die Neigungswinkel a sind sofort bestimmt, wenn im Erafteck 
(Fig. 219, rechts, S. 176) die Lage des Poles gegen den Strecken- 
zug der Lasten gegeben ist Sind also von irgend einer Spannkraft, 
z. B. von 81, wagerechte und senkrechte Seitenkraft gegeben, so 
steht Sv nach Grosse und Richtung fest und bestimmt damit den 
Pol 0. Auch die Neigungen zweier Stäbe (d. h. ihrer Spannkräfte) 
legen den Schnittpunkt der beiden Polstrahlen, d. h. den Pol fest 

In Fig. 219 können die Spannkräfte .S^i, S^, Sg der (Jelenk- 
stangen ebenso gut durch Seilstücke aufgenommen werden. Ein Seil 
kann w^en seiner Biegsamkeit nur eine in seine Längenrichtung 
fallende Zugkraft aufnehmen (vei^l. S. 64). Das zwischen zwei 
Knoten befindliche Stück eines gewichtlosen Seiles hat daher die- 
selbe Grundeigenschaft wie eine gewichtlose und unbelastete Gelenk- 
stange, jedoch mit der noch hinzutretenden Beschränkung, dass im. 
Seile nur Zugkräfte mOglich sind. Das Viereck AGDB ist also 
die Gleichgewichtsform einer in den Knoten C und D belasteten Seil- 
verbindong. Hiermit erklärt sich die S. 118 (nach dem Vorschlage 
von G. Lang) eingeführte Bezeichnung Seileck. 



.y Google 



180 



Zweite Abtheilong. A. Gleichgewicht starrer Körper. 



Würde im Krafteck (Fig. 219, rechts) der Pol nach der 
linken Seite von HQ Bymmetvisch verlegt, so erhielten Si, Sj und 
Sj dieselben Grössen wie bisher, Si wfirde dann aber im Seileck 
von A ans nach redits ansteigen mit dem Ansteigongswinkel a, 
gegen die W^erechte. Das in solcher Weise zu den Lasten P und 
Q erhaltene Seilock würde eine Figur sein, in welcher die Enick- 
pankte C und D oberhalb AB litten; Si, 82, S3 würden wie in 
Fig. 213 (S. 174) Dmckkräfte werden. Diese Figur ist als Gleich- 
gewichtsform eines Seiles nicht möglich, gleichwohl hat man den 
Namen Seileck auch für solche Fälle beibehalten, während man 
eigentlich richtiger Gelenkvieleck sagen würde. Ein solches Gelenk- 
vieleck aus mehr als zwei Gelenkstangen mit hochliegenden Zwischen- 
gelenken (nach oben gekehrten Knien), in welchen durch abwärts 
gerichtete Lasten Druckkräfte entstehen, ist nur in unsicherem 
Gleichgewichte, kann nur künstlich gehalten werden und geräth 
bei der geringsten Veränderung in beschleunigte Abwärtsbewegung; 
in Bezi^ auf die Ermittelung der Gleichgewichtsform und der 
entsprechenden Kräfte ist sonst kein Unterschied zwischen der 
unsicheren und der sicheren Gleichgewi chtsform, ebensowenig wie 
zwischen Fig. 213 und 217. 



Beispiel: Sechs Staageo mögen die längen: fi^O,»*; l]^0,n«>; 
(, =^ 0,si »1 ; l, ^= 0,«> "; I, = 1 ,»1 >° ; {^ = 0,Ba '^ haben ; die Laaten seien 
^1 = 62^^; f^ = 54kB; P, = 44kgi 

P, = 6Q^; A-62Kg. Dieäuaser- ^„ ^^f. 

Bt«n Seiten des Seilecks mögen je 
unter 45* gegen die Wagerechte 
geneigt sein. Träg^ man die Lasten 
za einem Streckenznge zusammen (im 
Mafsstabe 1 mm = 10 kg) {Fig. 2-20), 
BO wird die QeBamintlaet 282 kg, und 
weil die änasersten Strahlen davon 
je um 45 " abweichen, so ist der 

Polabstand S=-^ ri*= 141 ^ die 

wagerechte Kraft, die durch die 

ganze Verbindong hindnrcbgeht. Die 

St&be sind der Belbe nach parallell den Polstrahlen in den gegebenen Längen 

(im HaTsatab 1 : 100) aafzntragen. Die Längen der Polatrahlen geben die 

Orösse der Spannkräfte der par&Uelen StSbe. 
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8. Kettenlinien. 

'Wird die Zahl der Oelenkstangen immer grßsaer, ihre Länge 
immer Meiner, so nähert sich die vieleckige Gleichgewicht» -Figur 
immer mehr einer stetig gekrümmten Karre. Immer aber bleiben 
dieselben Gesetze gültig: namentlich also fällt die Richtung der 
Spannkraft einer Stange mit der Richtung der Stange zusammen,. 
Werden die einzelnen Stangen miendlich klein, so kommt man zn 
einer an jeder Stelle rCllig bi^damen Eette oder einem biegsamen 
Faden mit stetiger Belastung. Die Spannkraft an irgend einer 
Stelle ist dann tangential gerichtet. Die Belastung der einzelnen 
Bogentheilchen der Kette kann überall gleich oder verschieden sein; 
danach wird die Gleichgewichtsfbrm der Kette, die Kettenlinie, 
eine verschiedene. 

Wir betrachten zunächst den einfachen Fall, dass die Belastung 
sich gleichförmig über die wagerechte Projektion der Kette ver- 
theile, dass also jede Längeneinheit (jedes Meter) dieser Projektion 
ein bestimmtes Gewicht q zu tragen habe. Dies können wir uns 
vorstellen durch einen prisma- 
tischen Belastnngskörper mit dem ^' ^' 
Gewichte q fQr die Längeneinheit, 
der durch lotbrecbte Schnitte in 
unendlich vieleScbeiben geschnitten 



"^is^öXCu" 



welche mittels gewichtloser Hl I MI MI IM 111 I 
Fäden oder Hängestangen an der 
selbst gewichtlosen Kette aufgehängt sind (Fig. 321). 

Im tiefsten Punkte C ist die Kette und daher auch die Spann- 
kraft 3 an dieser Stelle wagerecht gerichtet. Schneiden wir die 
Kette nochmals in einem wagerechten Ab- 
stände X von C, so ist hier, bei P (Fig 222) ^ _^^' ^^■-■ 
eine Spannkraft S anzubringen. Die Kräfte 
8 und Zf müssen nun den zwischenli^enden 
Lasten das Gleichgewicht halten. Die 
Hittelkraft dieser Lasten ist qx mit dem 
Abstände V* ^ TOn P. Die Momenten- 
gleichung in Bezug auf P liefert dann: 
= — Hy + Va qx'', also; 

>, y-l^ oder .'=2{f) 
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Die Oleichgewicfatsform der Kette ist also eine Parabel mit 
lothrechter Achse rom Parameter S:q. 

Fflr « = Va ^ wird y =f, daher nach GL I: 

durch Division beider Gleicliungen entstellt dann: 
,, y ix' 

Bemerkensnerth üt auch, da8B der Schnitt der 3 Erüfte S, B and qx 
in der Hitte der Streclte x liegt, bd daea weDD man die lüchtnng der Tangente S 
bis zur Lothrechten dnrch C verlängert, der hier entstehende Sclmittpnnlit D 
in der Hefe y unter C, d. h. in der Hefe 3 y unter P liegt Dies ist eine 
kennzeichnende Eigenschaft der Parabel 

Die wagerechte Seitenkraft oder Projektion von 8 ist = H, 
die lothrechte V= qx. 

Za einer gegebenen Last q sind anendlich viele parabolische 
Kettenlinien möglich, je nachdem H grosser oder kleiner gewählt 
wird. Es lässt sich diese bestimmende Grösse aber auf die Pfoil- 
hObe / der Parabel znrfickfEthren; denn ans Gl. 2 folgt: 

£i TT- *'^ 

4) -ff-87- 

TergrOsseruRg von H bedingt also Verkleinerang der PfeilhOhe /, 

H P 

and omgekehrt. Der Parameter — kann also aach ^— geschrieben 

q 8/ 

Verden. 

Liegen die BefestigimgBpnnkte A nnd S in einem wagerechten Abstände a, 

liegt aber B am b tjefer sJs ^, so liegt der tiefste Pnnbt C nicht in der 
Mitte (Fig. 223). Seine wagerechte 

Entfemnng '/* ' von Ä soll berechnet Fig. 223. 

werden. Die Widerstände A und H . g 

bei A nnd die Spannkraft B bei C Hj — * ^ 

müsBen den Lasten zwischen J und C das ffj\ T \ A 

Gleichgewicht halten, d. h. J = '/i g ( ; | \^ L /jf 

Bf =- V« ? i' »l80 H = ^. Ent- 1 \,^^_^ i y^ 

sprechendes gilt ffir das Stück rechts n T' ~*'''^ 

von C, wo statt '/> l zu setzen ist 

o — V. statt / aber/— J. Mithin B = -^ ^^ f~P' ■ 
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Die beiden Wertlie H sind aber, wie bei jeder lothrecht lielasteten 
St&iigenTerbiiidniig, dieselben, mitbin 

(2a-l)' _ r-b _ ,_ i_ 
'■ II 



i>der a{l — a) = — 
I 



Wichtig ist auch die Gleichung der parabolischen Eettenlinie, 
bezogen anf den AnfangspnDkt A. Man kann dieselbe entwickeln, 
indem man von der Ol. 1 (S. 181) ausgeht, kann sie aber ebenso 
leicht unmittelbar ableiten: Im Punkte A 
(Fig. 221 und 224) wirken die Widerstände Fig. 224. 

A'=^/iql nnd H=\-^, und in ßezug auf 
den Punkt P gilt die MomentengleicbaDg: 

0= V»2^af — fly— V^J«^ oder 
5) y= 2^x(I- X) = if x(; - x). 
Dies ist also eine andere Form der Gleichung 

einer Parabel Tom Parameter — = ttt • 
3 8/ 
Auch kflnltig werden wir Öfter auf eine Gleichung der Form 
y=Cx(l — x) kommen ; diese bedeutet stets eine Parabel, deren 
Achse parallel der ^/-Achse und welche die in der ir-Richtnng 
liegende Sehne l symmetrisch überspannt 

Ist der prismatische LastkOrper nicht an unendlich vielen 
Stellen, sondern nur an einzelnen Stellen zerschnitten und an diesen 
Stellen mit der Eette verbunden, so wird die Gleichgewicfatsform 
wieder ein Vieleck, ein Seileok, und zwar ist dies Seileck ein der 
Parabel (Gl. 5) eingeschriebenea Vieleck. Durchschneidet man 
(Fig. 225) die Stangenverbindung im Gelenkpunkte P (der Koordi- 
naten x und y), so müssen die hier auftretenden Spannkräfte H 
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Pig. 225. 



und V nebst den in Ä aultretenden Widerständen Ä = '/iql and H 
wieder den zwischenli^enden Lasten qx das Gleichgewicht halten. 
Es entsteht dann ganz dieselbe Momentengleichnng wie anf S. 183, 
und fQr irgend einen Knotenpankt P gilt die 
Ol. 5. Liegen nämlich die Befestigungspunkte 
A und B in gleicher Höhe und in dem Ab- 
stände l, so einlebt sich leicht, dass A^B 
= ^liql sein muss, wie auch die Schnittstellen 
liegen mCgen. Also: 

Ist eine Stangenverbindung der- 
artig belastet, dass die Last sieb 
gleichförmig Aber die wagerecbte 
Projektion vertbeilt, aber nur in 
einzelnen, den Theillinien der Last 
entsprechenden Gelenkpunkten auf die St an gen Ver- 
bindung übertragen wird, so ist die Gleichgewichts- 
form ein Sebnenvieleck einer Parabel mit lothrechter 




87" 



Achse; die wagerechte Spannkraft beträgt H = 

l die Spannweite, / die PfeilhSbe der FarabeL 

BeigpM: Die Kette einer Hängebrücke habe 40io Spannweite nnd 5" 
Ffeilhöhe (Fig. 226). Ihre Belastung vertheile sich nahezu gleichmSssig über 
die wagerechte Projektiv nnd betrage q = 1000 H fär das Meter Länge. Die 
Kettenglieder werden aernnach einer Parabel eingeschrieben sein. Die wage- 
_ gP _ 1000 • 40 • 



■ — 40000 1«, Die ganze 



rechte Spannkraft wird B = 

Spannweite sei dnrch 
Hängestaugen in 8 
gleiche Fache von ^ 
je 5 ™ Länge getheilt. 
Dann hat jede Stange 
das Gewicht zweier 

halben Fache 
= 5000 kg auf die 
Kette zn übertragen. 
Da 7 mittlere Kno- 
tenpunkte vorbiuiden 
Bind, Bo kann man 
das entsprechende 
Krafteck zeichnen, indem man die 7 Lasten von je 5000^ aaf 




rechten aufträgt (5000 kg = S'/j >»"). 



Loth- 
Der Mitte der Lasten gegenüber 
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wäUt man m einem Alwtande ff s= 40 000 1« = 20 "m den Pol 0. Die Pol- 
BtraUen nach den Tlieilpmiiteii der Lastiinie geben dann Richtung und Girösse 
dar Spannkrfitte der einzelnen Stäbe. Ein Punkt P der Kette in einem 
Abstände i == ■/» I von der Mitte hat eine Höhe y über dem Scheitel C (nach 
GL 3): y=/- 4»' :!'=/■ Vi^V«». Würde man die Auf hängep unkte 
A nnd B an den Pfeilern befestigen, so würden diese einen Druck Ä ^ B 
^^/iql nach unten, zugleich aber eine nach innen gerichtete wagerechte 
Kraft H= 40000"« erfahren. Letzterer würde ein hoher Pfeiler nicht leicht 
widerstehen können, daher fuhrt mau die Kette jenseits des Pfeilers fort und 
verankert sie in tiefer liegendem Mauerwerke, so daas der Pfeiler im Wesent- 
lichen nur lothrechten Druck eriUhrt Die Breite der Pfeiler maeht es 
unmöglich, die Endpunkte A und B als Aofhängepunkte der Last zu benutzen. 
Die hierdurch veranlassto Abweichung ist auf der rechten Seite, bei B, 
betOckslchtigt (auch im Krnfteck), während auf der linken, bei A, der ideelle 
Zustand beibehalten wurde. 



Kraft B kann auf die beiden Punkte A und B 
steife gerade Verbindungsstange ausgeöbt werden, welche 
als Druckkraft 




Die nach 
auch durch ei 
diese Kraft E 

auszubalten hat (Fig. 337). Als- 
dann brauchen die Stützen nur 
noch lothrecht aufwärts ge- 
richtete Widerstände A und B 
m leisten. Die Fahrbahn, welche 
bei Hängebrücken unter der Kette 
sich befindet, kann nun auch in 
HBhe der Stange AB gelegt 

und durch Drnckstangen auf die Gelenke der Kette gestützt werden. Das 
Sehnen -Vieleck der Parabel bleibt aber nnr im Gleichgewichte, solange die 
Last gleichfSnnig vertheilt ist. 

Kommt eine fremde Last hinzu, Fig. 228, 

so wird die Stangenverbindung 
eine Verrnckung erfahren ; es 
treten Schwankungen ein, die bei 
Kettenbrücken bekannt sind, und 
erst nach längerer Zeit kann sich 

ein neuer Gleichgewichta zustand bilden, wenn keine fernere Änderung der Last 
erfolgt. Diese Bewegungen kann man mehr oder weniger verhindern, indem 
man die einzelnen. In Fig. 228 beflndlichen Trapeze durch Einfügung je einer 
Diagonale oder Strebe zu geometrisch bestimmten Figuren umwandelt. Auf 
diese Weise entsteht ein parabolischer Fachwerkträger. Dreht man 
die Figur um eine wagerechte Achse, bis das parabolische Vieleck oberhalb dec 
Sehne AB liegt, so hat man einen entsprechenden Träger. Die Stäbe des 
Vielecks erfahren dann Drnck, die Sehne AB aber Zng. (S. A. Ritter, Techn. 
Hechanik, 3. Aufl., S. 344.) — Theilung und Aufhängung der Last nach Fig. 221 
bedingt (nach Fig. 333) ein der Parabel umschriebenes Seilecli. 



^^^^^^ 
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KettenliDle fflr gleiohfltrmig rertnderte Belastung. Besteht 
der Belastnn^skOrper aus zwei aytnmetrisclien Keilen (Fig. 229), so 
ist die Belastong 9 der 



Längeneinheit veränderlicfa, 
nfimlich 

wenn qi die Einheitsbe- 
lastnng an den äusseren 
Enden ist Zwischen C 
und P befindet sich dann 
eine Qesamintlast '/i q x 
mit dem Hebelarm Vs« 



fig. 229. 




in Bezug aaf P. Daraus folgt die Momentengleichttng 






Wird wiederum ; 
7) 



"/ fflr «■ 



Va l, so ergiebt sich aach leicht 



Die Eettenlinie bildet also von O bis B einen Zweig einer babischen 
Parabel; CA ist dazu symmetrisch. 



9. Brücken- und Tafelwaagen. 

Bei den auf S. 152 behandelten Hebelwaagen wnrde die Be- 
lastung einer Waagschale mittele Hängeketten auf einen bestimmten 
Punkt des Waagebalkens übertragen. Die dem Aufbringen der 
Last unter Umständen hinderlichen Ketten lassen sich entbehren, 
man kann Mr die Last eine freie Brücke oder Tafel schaffen und 
durch Anwendung geeigneter Stangenverbindungen erreichen, dass 
die Last an jede beliebige Stelle der Brücke oder Tafel gelegt 
werden darf, ohne das Ergebnis der W3gnng zu beeinflnssoD. 
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Bi^ckenwuge des 8tnuibnr|^ Meeliaiiiken Qaintens (1821). 
(Fig. 230.) Das Ganze hat 2 feste Drehpunkte A und B. Die 
Stange EO, welche in der Figur den BrOckenbalken FH schneidet, 
geht in Wirklichkeit ange- 
hindert daran vorbei, weil ^' 
FH im Grundrisse aus 
2 Theilen besteht Die Last 
Q. wird mittels des Brücken- 
balkens FH von zwei Kräften 
TT, and W^ im Gleich- 
gewichte gehalten, u. zw. ist 
Wy = Q.X :l; TTj = Q 
— Q,x:l, wenn l die Länge 
des Balkens ist ITj wird 
mittels der Zugstange FD 

auf den oberen Hebel GAE Qhertragen. Wi drQckt auf den 
untersten Hebel BG nach nnten und wird durch die bei O an- 
greifende Spannkraft W^ = Wi— = ~- — im Gleichgewichte 

gehalten. Der oberste Hebel trE^ bei C die Schale mit dem 
Gewichtsatflcke P, welches den Spannkräften W2 und W3 das 
Gleichgewicht halten muss. Also 




P«= W^h+ Wsc= e-«f 6 + - 



Damit nun die Lage der Last auf der Brücke gleichgültig sei, 
muss in der letzten Gleichung das mit w behaftete Glied rer- 

schwinden, es muss b = —e oder b : c ^ d : e sein; d. h. die 
e 

rechte Seite ADE des obersten Hebels muss mit dem onteraten 
Hebel BG in gleichem Verhältnisse getheilt sein. Dann ist 
Pa = Qb, d. h. die Anwendung der Stangen und Hebel bewirkt, 
dass es für den obersten Hebel so ist, als ob die Last Q unmittel- 
bar bei D hinge. Macht man dann noch a= lOb, so hat man 
eine sog. Decimalwaage. 
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Brttekenwaage von Oeorge (Paris), 1S40. Die Brflcke (F^.23I) 
wird von einem L* förmigen EEÜinien getragen. Dieser hängt im 
Punkte D mittels einer Hänge- j^ 231. 

Stange DC an dem oberen 
Hebel GAB. Damit die dnrch 
Q belastete Brücke n^en ihrer 
seitlichen Unterstützung nicht 
umkippe, wird sie durch zwei 
parallele Stäbe EF und OH 
so geführt, dass sie stets pa- 
rallel ihrer ursprünglichen Lage 
bleibt 

An der Brücke halten sich im Gleicbgewichte (Fig. 232) das 
Gewicht Q, die Kraft Z der Hängestange and die Kräfte T 
und Y der Fühmngsstangen. Daher muss pj™ 232. 

Yh = Q,x sein und, was die Haupt- 
sache, Z = Q, d. h. die Zugstange CD 
Überträgt auf den obersten Hebel ein- 
fach die Last Q,. Eine Verschiebung der 
Last beeinflusst nur die Kraft in den 
Führungsstangen ; es wird also wieder 
Pa = Q.h. 

Tafelwaage. Auf demselben Grundgedanken beruhen die Tafel- 
waagen, welche einfach auf jeden Tisch gestellt werden können und bei 
denen die Schalen oben frei liegen (Fig. 233). Auch hier kann die 



zy 



F^[. 233. 



#u 



Last an jede Stelle der Schale 
gelegt werden. In der Linie CD 
fügt man zwei gleiche entgegen- 
gesetzte Kräfte Q hinzu, dann 
wirkt die abwärts gerichtete 
dieser beiden niederdrückend auf 
die parallelen Hebel CACi ond 
DBDi, während das ausserdem 
wirkende Moment Qx von den in der Längemichtung dieser Hebel 
auftretenden, von den festen Drehpunkten A und B außsunebmenden 
Kräften Y angehoben wird. Die Waage wirkt also wie eine gleich- 
armige Balkenwaage. Wagerechter Stand bedingt Gleichheit zwischen 
last Q, und Gewichtstück P. 



■\ TTT 

i' 8 — ' — 'j> 
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10. Reibung. 

a] Reibangsziffer, BeibnngswiDkel und Beibnngskegel. 

Biaher baben wir die Körper als ToUkommen glatt angenommen, 
wobei sie in Folge einfacher Berührung nur Normalkräfte anf einander 
ausüben konnten. Wäre dies wirklich der Fall, so würde ein Körper 
auf wagerechter Ebene, einmal in Bewegung gesetzt, seine Bewegung 
stets mit derselben Geschwindigkeit fortsetzen. Die Erfahrung lehrt 
aber, dass dies nicht zutrifft, dass vielmehr eine gewisse Zugkraft 
K erforderlich ist, um den Körper in gleichförmiger Bewegung zu 
erhalten. Daraus folgt das Vorhandensein eines Tangential- oder 
Reibungswiderstandes 7= Ä" (Fig. 234). 
Die Reibung ist eine Folge der Rauhheit der ^' 

Oberflächen der Körper. Ihre Grösse ist in 
erster Linie von der Grösse des Normal- 
druckes N abhängig, und man nennt das 
Verhältnis T:N = f (frictio) die Reibungs- 
ziffer oder den Reibungs-Koefficienten. 

Ergiebt sich, dass mm gleichmässigen Fortziehen emes 62 *s schweren 
Schlittens auf einer wagerechten Eisfläche eine wagerechte Zugkraft K=^'i^ 

erforderlich ist, so beträgt die Eeihnngsiifler /=="y^ ö"^fiö~li'' 

Die Reibangsziffer zweier Körper hängt wesentlich von der 
Beschaffenheit der Berührungsflächen ab, also von der Natur der 
Körper, von der Art der Bearbeitung und der etwaigen Schmierung. 

Daneben hat aoch die Geschwindigkeit der Gleitbewegung 
einen Einfluss auf die Reibung. Beim Übergänge aus der Ruhe in 
die Bewegung ist die Reibung am grössten und nimmt mit wachsen* 
der Geschwindigkeit ab. Auch von der Grösse des auf die Flächen- 
einheit kommenden Druckes hängt die Beibungszilfer ab. Bei sehr 
kleinem Einheitsdruck, also verhältnismässig grosser Berührungsfläche 
ist die Reibungsziffer gross, mit zunehmendem Einheitsdrucke nimmt 
sie anfänglich ab, dann aber wieder zu, wie durch Versuche erkannt 
wurde. 

Diese Abhängigkeit von der Geschwindigkeit and der Grösse 
des Einheitedruckes ist aber nur erst fOr einige Sonderfälle näher 
festgestellt. Im Allgemeinen müssen wir daher / als nur ab- 
hängig von der Beschaffenheit der Berührungsflächen 
behandeln, und voraussetzen, dass die entsprechende Zahl durch 
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Yersucbe, deren Umstände dem zu behandelnden Falle möglichst 
ähnlich sind, ermittalt wurde. 

Gleitet ein EOrper auf fester Fläche, so besteht die Einwirkung 
der letzteren auf den Eßrper in dem NormalwiderstaQde N und 
dem Tangentialwiderstande T = /N. Die Mittelkraft W beider 
heisst der Gesaramtwiderstand der festen Fliehe und sehliesst 
mit der Normalen N einen Winkel q> ein, ffir den 
tgqi=T:N=fN:N=f, d.h. 
■tg¥'=/. 

Wegen der festen Beziehnng znischeD f) und / nennt man qi 
den Reibungswinkel. 

Der Keibungswiderstand ist stets der Bewegungs- 
richtong entgegengesetzt. Da nun die Gleitbewegung alle 
möglichen Richtungen in der Berfibrungsebene haben kann, so gilt 
von /N das Gleiche. Setzt man jede 
dieser Kräfte /N mit iV" zusammen * 

(Fig. '235), so bekommt man unendlich 
viele mögliche Richtungen von W, welche 
eine Eegelfläche mit der Achse N bilden, 
den sog. Reibungskegel. 

Der Reibungskegel ist eine 
Kegelfläche, deren Spitze im An- 
griffspunkte von N, deren Achse 

in der Richtungslinie von N liegt und deren Seiten mit 
der Achse den Reibunganinkel q> einschliessen. Gleitet 
ein Körper auf einer festen Fläche, so leistet diese einen Oesammt- 
wideratand W, der in der Mantelfläche des Reibungskegels liegt. 

Die von der Rauhigkeit der Körper herrSbrende Reibung ist 
nun aber eine Widerstandskraft, welche die relative Gleitbewegung 
an der Fläche wohl hindern oder verzögern, niemals aber eine 
solche hervorbringen oder beschleunigen kann. 
Liegt z. B. (Fig. 236) ein Körper vom Gewichte 
Q = 100 ^ auf wagerechter Ebene und ist 
f= 0,1, so ist zum gleichmässigen Fortziehen 
des Körpers (etwa mittels eines wagerecht ge- 
spannten Seiles) eine Kraft K=' 30''« erforder- 
lich. Diese Kräfte werden auch an dem Körper noch im Gleich- 
gewichte sein, wenn die Geschwindigkeit desselben zu Null wird. 




Fig. 236. 
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Ziebt man sber an dem ruhenden Körper mit einer Kraft K<zSO^, 
vielleicht nur mit einer Kraft von 10'«, ao wird nicht etwa der 
Keibungswiderstand T das Übergewicht über ä:= 10^ gewinnen 
und den KSrper beschleunigt nach linha bew^en, denn der Eeibungs- 
widerstand einer Fläche kann eine Gleitbew^ung an derselben nicht 
erzeugen, vielmehr wird nun die Widerstandskraft Tum = K= lO"« 
werden, und Usst man K zn Null werden, so wird auch 2'= 0. 
M also ein Körper auf einer festen Fläche in Kühe, so hat 
der Keibungswiderstand T im Allgemeinen nicht den Werth /JV, 
sondern er ist dann £/iV, er tritt nur in derjenigen Grosse 
auf, die erforderlich ist, um den Ruheznstand zu 
erhalten. Dann ist aber auch der Winkel ß 
zwischen W und N ^<p, und die RichtungB- Fig. 237. 

linie von W liegt nicht in der Mantelfläche, 
sondern im Allgemeinen im Innern des Keibungs- 




Pig. 237. 



Soll ein Körper sich auf einer festen Ebene 
gleichmäasig und geradlinig verschieben, wobei 
der Geaammtwiderstand W in der Mantelfläche 
des Beibnngskegels liegt, so müssen die aussei W noch vorhandenen 
Kräfte eine Mittelkraft B liefern, welche mit der Kraft W im 
Oleichgewicht ist, also ebenfalls in der Manteläfiche 
des Reibungsk^els liegt (Fig. 237). 

Soll der Körper aber auf der festen Fläche 
in relativer Ruhe verbleiben, wobei W im Allge- 
meinen im Innern des Reibungskegela liegt' (Fig. 238), 
so moss auch B eine solche Kicbtung und Lage 
haben. Liegt beim ruhenden Körper M auf der 
Mantelfläche des Reibungskegels, so genügen die 
Kräfte sowohl der Bedingung für die Ruhe als auch derjenigen 
für die Bewegung. Es befindet sich dann der Körper im Grenz- 
zastande der Rahe. Wird er in richtiger Weise ~, 9^9 
(etwa durch einen Stoss) in Bewegung gesetzt, eo ver- 
bleibt er auch in dieser. 

Der Gesammtwiderstand W kann nur innerhalb d 
Bereiches der ünterstützungsfläche (s. S. 166) angreifen- 
Durch diese ünterstützungsfläche muss daher auch R 
hindurchgehen; andernfalls würde der Körper umkippen (Fig. i 




Ib des Vy 
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Fig. 240. 




b) Sekiefe Ebene. 

Ist die Unterstfitznngsebene des KöiiJers unter dem Winkel a 
gegen die Wagerecbte geneigt und bat man diesen Winkel so 
geregelt, dass der EOrper nnter alleiniger Wirkung der Scbwere 
eine gleichmSasige, geradlinige Abwärts- 
versdiiebnng ansführt, wobei der Gesammt- 
widerstand W in der Richtung aufwärts 
von N um den vollen Eeibungswinkel <p 
abweicht, so muss die einzige bewegende 
Kraft, die Scbwere Q des Körpers, das 
Entgegengesetze von W sein (Fig. 240). 
Da aber die Lothrecbte mit der Becht- 

winkligen zur schiefen Ebene den Winkel a bildet, so muss a = q> 
sein. Hierin liegt das einfachste Mittel zur Bestimmung des 
Beibungswinkels q) dnrch Yersache: Hebt man die schiefe Ebene 
allmählich höher an, bis der darauf liegende Körper, durch kleine 
Stösse in Bewegung gebracht, die Bewegung gleichförmig fortsetzt, 
so ist der entsprechende Neigungswinkel a gleich dem Beibmigs- 
winkel ^ für die beiden Stoffe, aus denen Körper und Bahn bestehen. 

Es möge nun auf den Körper vom Gewichte Q noch eine, 
parallel zur schiefen Ebene, aufwärts gerichtete Zi^kraft K wirken 
(Fig. 241). K möge sich mit der Richtangs- 
linie von Q im Punkte A adineiden. Soll 
der Körper gleichförmig aufwärts gezogen 
werden, so tbt die Ebene auf ihn einen 
Widerstand W aus, der Vbn der (pnnktirten) 
Normalen zur Ebene um den vollen Reibungs- 
winkel g> nach unten abweicht Diese drei 
Kräfte Q,, K and W mOssen sich nun im 
Gleichgewichte halten, d. h. sie mflssen sich in 
dem Punkte A schneiden und ausserdem ein 
geschlossenes Krafteck bilden. Man trage 
also AB als Q auf, verlängere W nach unten, ziehe durch B eine 
Parallele zu K, d. h. zur Ebene, so ist ABO das Krafteck und 
BC die Grösse K. Ohne Reibung wäre W= N= DA, mithin 
zeigt £i) denjenigen Betri^, den Ä" auf reibungsloser Ebene haben 
müsste {= Q ein a), während DC wegen der Reibung hinzukommt. 
Da nun der Winke! BAC= a + <p, 2^. BOA aber = 90" — <p. 



Fig. 241. 
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Fig. 242. 




30 wird nach dem Sinus-Satze X": Q = 8in (a + ^) : ain (90" — <p). 
oder: 

1) K:Q = sm{a + (p):cosq>, 
oder auch, bequemer für die Bechnong: 

2) K'.Q^ama+fcosa, 
wenn maa sin q>:eosq> = tg^ mit / vertanscht 

Soll aber der EOrper nicht hinauf gezogen, sondern durch die 
aufwärts gerichtete Kraft, die nun Kj genannt werden mOge, etwa 
an einem Seile, gleichmäasig hinabgelassen werden, 
so kehrt sich, wegen der enf^egengeaetzten Be- 
wegung, die Beibung um, und der Widerstand W 
rockt in die znm ersten Falle symmetrische Lage, 
indem er von der Normalen nach oben hin ab- 
weicht. Die erforderliche Kraft £] wird nun durch 
das erheblich kleinere Stück BCi dargestellt. 

2^SACi = a — <p; 2i.BCiA = 900 + tp, 
mithin 

3) K,:Q = sin {a - tp) : sin {90 « + p) 

= sin (a — q)): coa 9» 

4) = sin a — /coao. 

(Für ^ > a mösste Ki abwärts gerichtet sein.) 

Soll die Kraft K aber den KSrper weder hinaufziehen, noch 
hinunterlassen, soll sie vielmehr den in Buhe befindliehen E^trper in 
Ruhe erhalten, so hat man zar Bestimmung 
ihrer Grösse K^ zu beachten, dass im Buhe- ^K- 243. 

zustande der Widerstand W irgend eine Bich- 
tung innerhalb des Reibnngskegels, also hier 
innerhalb des doppelten Beibungswinkels ein- 
nehmen kann (Fig. 243), dass daher der End- 
punkt der Kraft K^ im Krafteck irgendwo 
zwischen C, und C liegen muss, so dass 
Äj ä Ä", und zugleich K^^K 
sein muss, innerhalb dieser Grenzen aber vOlHg willkürlich gewählt 
werden kann. 

Keck, »«ehuilk. 13 
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Man kann diese Ergebnisse znaammenfassen in die einzige 
Gleichung: 
5) K= Q (siu o +/COS a). 

Darin bezeichnet das obere Vorzeichen die grössere, zum 
Hinaufziehen erforderliche Zugkraft, welche neben der Seitenkraft 
der Schwere (Q sin er) noch die Reibung (/Q cos a) Qberwinden 
mnss; das untere Vorzeichen die kleinere, zum Hinablassen erforder- 
liche Kraft. Der Einfluss der entgegengesetzten Bewegung macht 
sich in der Formel durch ümkehmng der Vorzeichen von <p oder 
/ geltend, wie auch in allen späteren Fällen sich zeigen wird. 
Diese beiden Werthe K und K^ bilden dann zogleicb die Grenzen 
für die zum Festhalten erforderliche Eraft K^. Wäre nämlich 
K^< Kl, so würde der Körper beschleunigt abwärts gleiten, wäre 
JTj :> K, so würde der Körper eine Beschleun^ung nach oben 
erfahren. Soll weder das Eine, noch daa Andere erfolgen, so muss 
K2 zwischen Ki und K bleiben, ist im übrigen aber beliebig. 
Das Ergebnis, dass die für den Ruhezustand erforderliche Kraft 
zwischen den beiden, für die abwärts, bezw. aufwärts gerichtete 
Bewegung erforderlichen Kräften bleiben mnss, gilt anch für alle 
anderen im Nachstehenden behandelten Fälle dieser Art 

Beispiel: Eine Holzkist« von 100^ Gewicht soll auf einet unter 45° 
geneigten lÜbeoe mittels eines, parallel mit der Ebene gespannten Seiles auf- 
wärts gezogen werden. Die Beibungsziffer betn^e unter der Annahme einer 
hölzernen Bahn /= 0,5, entsprechend einem Reibungswinkel 9? = 17*. 
Für «=45° ist sin a = cos a = /'/s = 0,i(w. Mithin (Gl. 5) 

Ä"= 100- 0,707 {1 ± 0,«) = 70,i + 21,. = 91,»ie bezw. 49,skg. 
Dario ist 70,7 der zur Überwindung der schräg abwärts gerichteten Seiten- 
kraft der Schwere erforderliche Theil, 31,» der Reibunga widerstand. Znm 
Hinaufziehen muss an dem Seite mit 91,» t« gezogen werden, zum Hinablassen 
Bind nur 49,1 M erforderlich. Ist die Kiste in Ruhe und soll sie auch mittels 
des Seiles in Ruhe gehalten werden, so muss man an dem Seile mit einer 
Eraft A', ziehen, welche zwischen 49,6 and itl,> l'K liegt Übt man nun die 
kleinste zulässige Kraft von 49,t ^s aus, so muss die Reibung mit ihrem voüen 
Betrage von '21,t)<e dem Arbeiter zu Hülfe kommen, um die Seiteakraft der 
Schwere von 70,7 i^e aufzuheben. Es erfordert diese Verwendung der kleinsten 
Eraft aber ein gewisses Mafs von Auftnerksamkeit; denn läset die ansgeähte 
Kraft nur im geringsten nach, so erfolgt eine beschleunigte Abwärtsbewegung, 
die dann nur mit grösserer Anstrengung wieder aufzuheben ist, übt man an 
dem Seile, der Sicherheit wegen, eine grössere Kraft aus als 49,|kB, so ändert 
sich dadurch in dem sichtbaren Rnhezustande nichts; die Reibung tritt dann 
nur mit entsprechend geringerem Betrage auf. Hat die Spannkraft den Werth 
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70,j kg, so kommt gar keine Eeibong iur Wiitnng, denn diese tritt im Ruhe- 
lastande eteta nnr in deijenigea Grösse auf, die nötbig ist, nm das Gleiten 
za verhindern. In diesem Falle würde auch bei völlig glatten Körpern kein 
Gleiten eintreten. Wächst die Spannkraft über 70,i i<E hinaus, so würde bei 
glatten Körpern schon ein beschleunigtes Gleiten nach oben eintreten; in 
Wirklichkeit wird der ('berschass einstweilen noch durch Reibung vemichtet, 
die nnn aber sich nach unten richtet nnd der Schwere zn Hülfe kommt Bei 
91,» ^ Kraft nimmt diese Reibung den gröaaten möglichen Werth an. Würde 
der Körper nun durch einen kleinen Änstoss nach oben in Bewegnng gesetzt, 
so würde er diese Bewegung aach fortsetien. Erschütterungen können den 
Eingriff der Unebenheiten der Körper zeitweise aufheben oder vermindern und 
deshalb auch die Reibung theilweise aufheben. 

Ist die Zngtraft K nicht parallel der Ebene, sondern weicht 
sie von der Normalen zur Ebene um einen Winkel ß ab, so verfährt 
man im Übrigen wie oben. K und Q mOgen p;„ 344 

sieb in A schneiden. Von A ans trage man 
Q. = AB auf, zeichne W wie in Fig. 241, 
ziehe BC\\K, so ist B <7 = Ä" filr die Auf- 
wärtsbewegnng. TTnd zwar ist 

6) K: <i. = ^n {a + (p)iava [ß — <p). 
Für gleichförmige Abwärtsbewegang ist 

wiederum nnr + <p mit — <p und nmgekehrt 
zu Tertanschen, also 

7) -STi : « = ain (o — p) : sin {ß + y). 

Fflr Kuheznstand ist erforderlich, dass K^ zwischen Ki ond K 
verbleibe. 

Denkt man sich die Eichtung der Zagkraft K, etwa des Zugseiles, 
veränderlich, so ändert sich auch die GrSsse von K. 
In dem Dreieck ABC (Fig. 244) wird K=BC Pig- 245. 
offenbar am kleinsten, wenn BC rechtwinklig zu 
AC ist, wenn also ^ AGB = ß^(p= 90", oder 
)9= 90" + 9); es weicht dann die Kraft K von der 
Parallelen zur Ebene um den Ketbnngswinkel nach 
oben hin ab, and ist (Fig. 245) £^ = Q sin (a -|- fi) • 
Dagegen wird K'=BC (Fig. 244) immer grösser, 
wenn der Winkel A OB abnimmt; ist endlich 
BC\\ W, d.h. ß^(p, so wird K = <x> . Pflr diese Richtung 
einer zunächst endlich gedachten Kraft K iSXW, nämlich die Mittel- 
kraft R «03 K and Q in das Innere des Beibungsk^els, wobei 
eine gleichförmige Gleitbew^ung nicht möglich ist. Nur fflr 

13» 
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iT — oo würde Q gegen K verschwinden and 2t mit K und W 



Ist K wagerecht, so wird 
/}_90«— a. Dieser einfache Fall M »vv 


Fig. 246. 


aber ebenso leicht anmittelbar m ent- yi 
irtclteln wie an« GL 6. Es ist (Fig. 246) VjJ 
K:<i = tg(a + ^). ^^ 
Schreibt man 


\ . "~-s r 



Fig. 247. 



8) K=Qieia±<p), «^ 

so hat man in dem kleineren Wertbe wieder Ki zom Hinabla33en, 

und in K und Ki die Grenzen fQr den Boheznstand. 

Halbkugel auf schiefer Ebene. Eine Engel kum noter alleiniger 
Einwirkung der Schwere anf schiefer Ebene nicht in Ruhe sein, wohl 
aber eine Halbkugel (Fig. 247). Der Ge- 
sammtwiderstand des Berflhrungspnnktes A 
mnss das Gewicht Q aufheben. Der Normal- 
widerstand N geht stets durch den Mittel- 
punkt O. Es mnss stattfinden iV= Q cos a, 
die Reibung T= Q sin a, und in Bezug auf 0: 

0= + Tr — Q- Sösinfl, 
mithin, weil nach S. 136 SÖ=>/sr: 

sin & = yz sin o . 
Die Grenzbedingungen fflr die Buhe sind 
sin a ^ 3/e, weil d hGchstena = dO'* werden kann, nnd ausserdem 
a^ip, weil die Halbkugel sonst ins Gleiten kommt 

e) Bewegnns in Keilsathen. 

Liegt ein Körper, statt auf wagerecht«r Ebene, m einer wage- 
rechten keilHÜrmigen Rinne Fig 248 
oder Eeilnuth mit dem Eeü- 
winkel 2 d (Figur 248), so 
müssen in der Querschnitts- 
ebene die GegendrScke N 
der Seitenflächen dem Ge- 
wichte Q das Gleichgewicht 
halten. Es wird 

Q=2Nsiad oder 2N = Q:mid. 
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Der Bew^aiig setzt sich an jeder Seitenfläche ein Beibangswider- 
Btand fN entgegen, so dass die erforderliche Zugkraft wird 

9) K=2fN = S^. 

Das keüartige Einpressen des Körpers in die Nath hat im Ver- 
gleiche mit der Bew^ang auf ebener Fläche denselben EinSuss, 
als wäre die Banhigkeit vorstärkt, die Beibungsziffer / attf / : sin d 
vei^Ossert (A.- Bitter, Technische Mechanik). Dasselbe Ergebnis 
findet man auch in anderen Fällen, wenn man ans dem Falle der 
Bew^nng eines Körpers anf einer ebenen oder tmmmen Fläche 
ZD denjenigen Qbei^eht, wo in die Fläche keilförmige Binnen ein- 
gearbeitet sind, in die der Körper keilartig eingreift Man hat 
dann stets / zu vertanschen mit/: sind, oder aach den Beibongs- 
winkel (p mit einem grösseren Werthe v'i ^r den 

10) tev = -J-^ ist 
^ ^ Bin d 

Qiebt man z. B. der Binne eine Neigong a g^en die Wage- 
rechte (Fig. 249), so et^iebt sich Q cos a als diejenige Seitenkraft 
von Q, welche der Körper an die Keilnuth eindrackt. In vor- 
stehender Fignr 248 ist dann Q mit Q cos a zn vertauschen ; 
daher wird 

2 iV" = Q cos a : sin ö Fig. 249. 

und der gesammte Keihnngswiderstand 

2/JV= Qeosa •/: sinö. 
Setzt man diesen Wwth = Q sin a, so 
erhält man die Bedingung f&r gleichförmige 
Abwärtsbewegung durch die Schwere, näm- 
lich tg a = / = tg y , oder a = y . 

Es ist hierzu nicht erforderlich, dass eine wirkliche Keilnuth 
vorbanden sei; gleiche Wirkungen treten auch auf, wenn sich der 
Körper etwa zwischen 2 runde Bäume einkeilt, wenn also die von 
den bewegenden Kräften herrQbrende Seitenkraft (in der Bicbtung 
rechtwinklig zur Bewegung) von 2 Kräften iV aufgehoben wird, die 
mit ihr in einer Ebene liegen, aber nicht parallel sind. 
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Zweite Abtheilung. A. Gleichgewicht stfirer Körper. 
Soll ein raader Körper zwisühen den Bäumen einer sog. 



Streichleiter gleiten (Fig. 250) nnd iat = 45" 
der Winkel der Tangente bei A mit der Mittel- 
ebene, so wird /: sin ö = 1,414 / als Reibnngs- 
ziffer einznfübren sein, also wenn, wie in dem 
Beispiele auf S. 194, / = 0,» ist, statt dessen 0,43. 
Bei a = 450 wird dann K= 100,4, K, = 41^«. 



Kg. 250. 




Fig. 251. 



d) StabfftmiiRer Kürper, toq zwei Ebenen -sestfttEt 

Der KOrper mit dem Schwei'pnnkte <S mOge die Ebenen in 
den Punkten A und B berübren (Fig. 251), n. zw. sollen A, B und 5 
in einer lotbrecbten £bene liegen, zu welcher die beiden Stütz- 
ebenen rechtwinklig sind. Wären die Körper vöU^ glatt, ao könnten 
in A und B nur Normaldrflcke N und N^ entstehen, durch deren 
Schnittpunkt C die Schwerlinie des 
Stabes gehen müsste, wenn Gleich- 
gewicht bestehen sollte. Bei vor- 
handener Bauhigkeit aber hat mnn in 
A und B die Beibnngskegel zu zeich- 
nen; die Mittelschnitte derselben haben 
ein Viereck DEFG gemeinsam, nnd 
dies Beibungsviereck ist der Bereich 
aller möglichen Schnittpunkte der 
Widerstände W und Wi der Stütz- 
punkte A nnd B. Da nun för Gleidi- 

gewicht die Kraft Q mit W und TT, einen gemeinsamen Schnitt- 
punkt haben muss, so erfordert der Buheznstand, dass die Schwer- 
linie des Stabes durch das Viereck hindurchgehen muss. Schneidet 
die Schwerlinie das Viereck aber vielleicht in HJ, so sind Ifti^ 
dieser Strecke HJ unendlich viele Schnittpunkte von W, W^ und Q, 
möglich, daher sind auch W und TT, nach Richtung und Grösse 
unbestimmt. Nur wenn Q, durch einen der Grenzpnnkte E und G- 
des Vierecks geht, ist die Sichtung (und dann auch die Grösse) 
Ton W und TF| bestimmt In diesen Fällen befindet sich der Stab 
im Qrenzzustande der Kahe; W und W^ liegen auf den Mantel- 
flächen der Reibungskegel, es treten von A und B die voUen 
Reibungswerthe auf, und bei dem geringsten Anstosse geräth der 
Stab ins Gleiten. 
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Bahcziu^and einer Leiter. Eine Leiter AB von der Länge l 
stütze sich bei A gegen den Boden, lehne sich bei B gegen eine 
lotbrechte Wand (Fig. 252). Die Keibnngsziffern fQr beide Ebenen 
seien die gleichen. Der Schwerpunkt S der (etwa belasteten) Leiter 
liege um AS=nl von A entfernt Gesucht 
wird der Neigungswinkel a, unter dem die ^' 

Leiter an der Grenze des Kuhezustandes ist. 

Wird die Leiter in gewöhnlicher Weise 
durch Besteigung belastet, so kann die Schwer- 
linie nur zwischen A und B hindurchgehen; 
es interessirt dann von dem Vierecke der 
Schnittpunkte nur der rechtsseitige Endpunkt E, 
bis zu dem die Schwerlinie nach rechts sich 
bewegen darf, wenn noch Euhe mCglieh sein soll. 
Dreieck A JCB ist bei £ rechtwinklig, ferner ist2^A SE =90° + a 
^ EBA =^a-\- <p. Daher ist in A AE8: 

AS : AE=' sin y : sin {90" + a) = sin 95 : cos a; 
im Dreieck ABE: 

AB : AE = 1 : sin (a + tp), 
und aus beiden Gleichungen: 




oder n cos a = sin ?> (sin a co3 q> + cos a sin <p). 
Theilt man auf beiden Seiten durch cos a •cos^9? und vertauscht 
tgq> mit /, ms^ip aber mit 1 : (1 + %V) = 1 = (1 +/"). 
so ergiebt sich; 

«0 +/^) =/(tg" +/}. odör, nach tg a aufgelöst: 

1) tga = n(-^ +/)-/. 

Ist also n gegeben, d. h. bekannt, wie weit d^ Gesammtgewicht 
der Leiter sich von dem unteren Endpunkte entfernen kann, so steht 
damit der Winkel a fest, welcher dem Grenzzustande der Kühe 
entspricht 

Soll bei gegebener Schwerpunktslage Sicherheit gegen Gleiten 
vorhanden sein, so muss die wirkliche Schwerlinie links von E 
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bleiben, oder es miiss das nach dem Punkte E berechnete n der 
Gleichung 1 gr<Isser sein als das wirkliche n, ; d. h. das wirkliche 

..^ m»+/) „:,,,,„ 



2) 



lg« 



\f 



+f -f- 



Man kann vorstehende Aufgabe, die wir hier geometrisch 
gelSst haben, auch rechnerisch auf Grund der drei Gleicfagewicbts- 
Bedingungen behandeln. Im Grenzzustande treten 
an den Berfihningsstellen zu den NormaldrQcken 
N und JV| die vollen Reibungen fN und fN^ 
hinzu, und zwar entg^engesetzt der Richtung des 
möglichen Ausgleitens, d. b. nach rechts, bezw. 
nach oben (Fig. 353). Die Gleichung der wage- 
rechten Kräfte heisst: 

3) fN=Nr, 
die Gleichung der lotbrechten ErSfte: 

4) JV + /iV, =Q; 
die Momentengleichung in Bezug auf A: 

5) Q = Qnl HOS a ~ N]lm a — fNil CO 
Letztere Gleichung giebt: 

Aus den Gleichungen 3 und 4 ergiebt sich aber: 

Q. 
1 




N,- 



mithin wird wiederum: 



:+/ 



r+/ -/• 



Beiipiel: Die Reibnnpziffer betntge f :^(l,* = tg'H''. Ist znuSchst 
die Leiter durch ihr eigenes, in der Mitte angreifeodes Gewicht belastet, d. h. 
n ;= V , so wird 

tga = ic3,. + 0,.) - 0,4 = I,».; a = 46'/«". 

Bis zu diesem Werthe dürfte a abnehmen, ohne da^ die Leiter sosgUtte. 
Wird sie sodann bestiegen and hat der Besteigende dasselbe Gewicht wie die 
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Leitet, so ist, wenn der Besteigende noch auf dor untersten Sprosse steht, 
annähernd « = '/*> ^^^ 

t^a= 1/4(2,1 + 0,0 — 0,4 = 0,a»; a=: 18°. 
Diese geringe Neigung darf aher nicht gewählt werden, wenn die Leiter höher 
hinauf bestiegen werden soll. Ist sie nSmlich bis zur Mitte erstiegen, so ist 
wieder ii = '/i. Wird sie aber bis oben bestiegen, so ist znletzt n^=7* nnd 

tga = »/»{S,» + 0,0 - 0,* = l,Ji; a = GOMO'. 
£s genügt also nicht, den Sicherheitsznstand der unbelasteten Leiter zu 
prflfea, wenn man sie bis oben ersteigen will; vielmehr erfordert der letzter« 
Fall eine steilere Stellung der Leiter. Ist diese steile Lage ans irgend welchen 
Gründen nicht gut ausführbar, so lässt sich auch bei Ideinereni Winkel a die 
Sicherheit erhöhen, wenn ein zweiter Arbeiter seine Füase entweder vor die 
Leiter aetit, oder sich auf die unterste Sprosse stellt 
Letzteres hat einen besseren Erfolg als das Davorstellen, "' 

wenn ^ für die Leiter vielleicht grösser ist als illr die 
Sohlen des Arbeiters. 

Ist die Leiter sehr leicht, so wird, wenn ein Mensch 
sie bis oben erstiegen hat, annähernd n ^:i I , mithin 



tga^i+z-/^ 



d. h, = 90»- 




d. h. in diesem Falle, darf die Leiter höchstens um den 
Beibungswinkel von der Lothrechten abweichen (Fig. 2-54). 
Für ja =^ ^2" wäre a = 68 '. Die Gesammtwiderstände 
W nnd tr, schneiden sich mit Q in S, es wird W = Q 

Beibungs-Hfikeii BBd Beibangs- Ringe zir AofhftagHiig t«d 
Lasten. Soll an einer Säule ohne 
VorsprQnge eine Last nur durch 
Reibung sieber aufgehängt wer- 
den, so schiebe man (Fig. 255) 
Aber die Säule «ine Hülse, welche 
erstere bei A und jB berührt, 
bei A also einen geschlossenen 
Bing bildet, während bei B nur 
ein Bingsegment erforderlich ist 
Zuerst stützt man die Hülse gegen 
Hinabgleiten, etwa bei A, Qbt 
dann an dem seitlichen Arme C 
einen Druck nach unten aus und 
bewirkt dadurch ein Drehungs- 

bestreben rechts hemm, welchem sich bei A und B gleiche and 
entg^engesetzte Drücke N der Säule entgegenstellen. Mit Einschluss 
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der Reibung bilden sich nan in A und B Geäammtwiderstände W 
und Wi innerhalb der Reibungskegel der Punkte A und B. Die 
Mittelschnitte der Beibnngskegel treffen sich znnElchst im Punkte E; 
rechts von £ aber liegt der Bereich der mt^glichen Schnittpunkte 
von W und W^ Geht daher das Gesammtgewicht Q der Hülse 
einschliesslich des belasteten Arnaes dnrch E, so befindet sich die 
HQlse im Grenzzustande der Ruhe, weil die Drücke N dann noch 
so gering sind, dass nur die volle Reibung /N an beiden SteUeti 
hinreicht, um das Abwärtsgleiten zn verhindern. 
Geht aber das Gesammtgewicht Q rechts von 
E vorbei, so ist das Gleichgewicht der Hülse, 
gesichert, und zwar um so mehr, je weite 
rechts Q liegt. Ist b die Breite der S&ule 
h der HOhenabstand der Punkte A und B, 
c die gesuchte Entfernung des Punktes E von der 
Mitte der Säule (Fig. 256), so findet man leicht 



F^. 256. 




T^--^ 



= AC+DB=[c + -, 



c + tc- 



l'gV 



A = 2 c tg 9? oder c = 



2/' 



Ist X der Abstand der Oesammtlast Q von der Sänlenmitte, so ist 
die Bedingung fflr Ruhe: 

Die GrOsse der Last Q, ist ganz ohne Einfloss auf die Sicherheit 
des Gleichgewichts. Wenn also Säule und Hülse nur stark genug 
sind, so dass sie annähernd als starre ESrper gelten kennen, so kann 
man an dem Seitenarme jede beliebig grosse Last aufhängen, weil 



Fig. 257. 



mit zunehmender Last auch N und 
die mögliche Reihung fN zunehmen. 
Nennen wir die bei A und B 
zur Wirkung kommenden Reibungs- 
y^iderstände T und T,, so ist 
T+Ti=Q. Wie sich Q, auf T 
und 7*1 vertheilt, ist unbestimmt. 
Machen wir die willkürliche An- 
nahme: 7'= 7*1 = VsQ, so können auch N und jV, berechnet 
werden. In B^ug auf O (Fig. 257) ist dann, weil die Momente 
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10. Reibung. Pochstempel. 203 

TOD T und Ti sich aufheben, Nh = Qx . Die Summe der grOssten 
möglichen Reibungswiderstände wäre 

2/iV= ^/Qj oder, weil A = 2/c war, 

weil nnn von der Eoibung nur der Theil Q beansprucht wird, so 
ist die gesamnte mögliche Reibang x : e mal so gro»s wie die 
nöthige; x:c kann also als der Sicherheitsgrad bezeichnet werden. 

Die Reibungshfilse kann durch den Fig. 258. 

eingehen Reibnngsring (Fig. 258) 
(mit der gleichen Wirkung) ersetzt 
werden. Der etwa aus Rnndeisen ge- 
schmiedete Ring hat eine Weite d, 
welche grösser ist als die Breite der 
Säule, se dass der Bing erst in schri^er 
li^e die Säule bei ^ und B berührt. Die 
Beibungskegel bei A und B haben dann 
die gleiche Bedeutung wie in Fig. 255. 

Beispiel: Es sei A = 0,i ■" die Breite der 
des Rinfjes; Awaa wird h-^yd''^b^ ^ 0,t>M 
Schill iedeeiseu (ohne ScLmierung) / = 0,t, so wir 
Macht man nun « = 0,i™, so ist die Sicherheit gegen Gleiten i 
^ Sfache (rond). Ist also die Geaanuntlast Q ^ 100"«, bo ist die geaammte 
mögliche Beibung 300 k», von der aber nur 100 >« zur Wirkung kommen. Oder 
man kann die Sicherheit auch so auffassen, dasB 
die Reibungszilfer 0,t auf '/' ihres Werthes sich ver- 
mindem darf, bevor Gleiten eintritt Für / = '/s 
wOrde nämlich e = 0,iMt ■ Z = 0,i*i, d. h. fast = x. 

Gleiehfnniige Hebang eiies Pochstempels. 

Ein zum Zerkleinern von Erzen oder dgl. 
dienender Stempel vom Gewichte Q (Fig.259) 
wird durch den Daumen einer sich drehen- 
den Daumenwelle erfasst und mittels einer 
Eraft K gehoben, bis er, nachdem der 
Daumen an dem Hubarme vorbeigekommen 
ist, frei herabßült nnd die davon getroffenen 
Körper zerstampft. Da K nnd Q einen 
wagerechlen Abstand b haben, so wflrde der 
Stempel umfallen, wenn er nicht durch Führungen in lotbrecbter 



0,11» die Weite 

lltr Holz und 

: (2 ■0,i) = 0,i)M'ii. 



Fig. 259. 
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Zweite Abtheilung. Ä. Gleichgewicht starret Köri)er 



Lage gehalten würde. Von den FfihrungahQlzerD Werden beim Heben 
nur die scfarafGrten wirksam und liefern gleiche Normaldracke N, 
denen beim Änfwärtsgleiten abwärts gerichtete Reibungen / N ent- 
sprechen. Es ist nach der Gleichung der lothrechten Kräfte 

1) K=Q + 2/N. 

Die Moment«ngleichung in Bezug anf einen Punkt der Mitte 
des Stempels lautet: 

2) lih = Kb. 

Setzt man den hieraus erhaltenen Werth von A^ in Gl. 1 ein, so wird 



-2/- 



mithin 



Soll K klein werden, so mnss fb : h klein ausfallen ; durch Glättung 
und Schmierung der Beibungsflächen mnss hiemach / klein gemacht 
werden; der Arm b muss so kurz sein, wie die BQcksichten der 
Ausführung und des Betriebes gestatten, und der Abstand h der 
FQfarung muss möglichst gross sein. 

B«iipi«l: JstQ = VtO ^g,/=y>, b -. h = l : S, eo wirdÄ^=i:».> tj. 
In der vorstehenden Ableitung ist angenomnen, Aaea der Danmen auf den 
Arm b nur eine lothreehte Kraft ausübe; bei der Drehung der Welle gleitet 



aber der Daumen unter dem Anne nach rechts fort 
und wirkt durch Reibung nach rechte ziehend auf den 
Arm, so dass zu der Kraft K noch die nach rechts 
wirJiende Beibung /,K hinzukommt. Dies ändert die 
sonstigen Erfifte, z. B, wird nun der Druck A' an beiden 
Führungen nicht mehr der gleiche sein können (Fig. 260). 
Es wird 



Fig. S 
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1) 

2) 

und in Bezug anf i 



/, Ä" = A'i — N; 



^ 



Aus Gl. 1 und i wird A' 
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Q = löOi / = /, = Vs; & : A = V"; d : h = '/lo; c : h = V» ^ebt daim 
Ä'^löä^K. Der Unterschied gegenüber obiger VemachläsBigung von /, 
ist verschwindend klein. 

f) FestklenmeB eines Stabes zwischen xwei Flftehen. 

Sind die beiden Ebenen, zwbchen denen eine Stange sich befindet, 
nicht fest, sondern gehören sie zwei EOrpern an, die durch seitliche 
Krälfte einander genähert werden 
können (Fig. 261), so ist das Ver- 
halten der Stange gegenüber dem 
Versuche, die stStzenden Körper zu- 
sammenzuschieben, ein verschiedenes, 
je nachdem 

1. die Stange nicht in die 
beiden Beibungsk^el der Punkte A 
und B ßUlt, oder aber 

2. dieser Bedingung genügt 

Im ersten Falle können die Gesamratdrücke IV und H^, in A 
und B niemals in dieselbe Gerade (nämlich AB) &llen, können 
also auch niemals sich allein gegenseitig aufheben, sondern es 
können W and Wi nur einer dritten Kraft, etwa dem Gewichte Q 
der Stange das Gleichgewicht halten. Ist nun die Stange sehr 
leicht, so dass man annähernd Q = annehmen darf, so werden 
auch W nnd Wj zu Null, d. h. die Stange übt auf die seitlichen 
Körper keine nennenswerthen Drücke aus. Versucht man, die 
Körper zusammenzuschieben, so kann die Stange dies nicht hindern, 
sondern sie weicht nach oben aus, indem sie sich entweder an beiden 
Stellen A und B oder nur an einer derselben längs der Ebene in 
die Höhe schiebt An der Gleitstelle tritt dann der volle Reibungs- 
videistand aut so dass dort W oder Wi die tiefte mögliche Lage 
einnimmt, falls Q nicht ganz gleich 
Null angenommen wird. 

Liegt aber die Gerade AB 
innerhalb beider Beibungskegel 
(Fig. 262), so können W und Wi 
auch beide in die 6«rade AB 
fallen und sich dann allein, ohne 
Hinzutreten einer dritten Kraft, 
gegenseitig aufheben. Sie können nun in jeder beliebigen Grösse 
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anftreten, wenn die Stange zwischen den Ebenen ruht. Versucht man 
wieder, die Seitenkörper zusammenzuschieben, so wird die Stange dies 
vollständig Terhindern, Je stärker man auf die Seitenkdrper drückt, 
desto grösser werden anch die Widerstände W= TFi . Soll die 
Stalle aber, um Baum zu geben, bei A und B nach oben ans- 
weichen, so kommen die tiefeten Kichtnngen von W und W, zur 
Geltung, und um unter deren Einwirkung eine Bewegung der 
Stange nach oben zu ermöglichen, muss eine den Erilften W und 
Tf'i das Gleichgewicht haltende, d. h. nach oben gerichtete Kraft 
K aufgewendet werden, und zwar ist die erforderliche Grösse 
dieser Krafl. K abhängig von der Grösse der Pressung, die man 
vorher dnrch Zusammenschieben der Seitenkörper herroi^ebracht 
hatte. Die Befreiung der Stange erfordeit daher unter umständen 
ein kräftiges Herausreissen nach oben hin. Der Zustand, in dem 
sich die Stange in solchem Falle befand, nennt man ein Fest- 
klemmen zwischen den Seitenkörpern. Es ist ein solches 
Festklemmen möglich, wenn AB innerhalb der beiden Bejbnngs- 
kegel li^. 

Bei völlig starren Körpern kann man sich ein solches Fest- 
klemmen nur vorstellen, wenn die Stange zuerst zwischen den 
Körpern gehalten wird und diese dann zusammen- „. , 

gedrückt werden. Bei elastisch festen Körpern 
aber kann man die Stange auch durch einen ab- aa f . 
wärts gerichteten Druck in einen keil- oder kegel- 
förmigen Hohlraum, dessen Seitenwände einen 
einzigen Körper bilden, hineintreiben (Fig. Ü6ä), 
kann dabei an den Berührungsstellen mehr oder 
weniger starke Pressungen erzeugen, die dann einer Lösung der 
Stange einen entsprechenden Beibungswiderstand entgegensetzen. 
Unter Umständen kann man dann den etwa geföss- „ ,,. . 

artigen Körper mittels der Stange emporheben. 

Halbirt man die Winkel 2 ö zwischen beiden 
Seitenebenen durch eine Ebene und stellt die 
Stange zu dieser rechtwinklig (Fig. 264), so 
bildet sie mit Normalen zu der Ebene die Winkel ö. 
Soll sie nun innerhalb der Beibungskegel li^en, 
so muss Ö < tp sein, d. h. der Winkel zwischen den 
Seitenebenen muss ^S?? sein, wenn ein Festklemmen möglich sein soll. 
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Fig. 2G5a. 




g) Keil in dem Spalt eines Bumstaniniea oder derg). 

Ein zur Mittelebene symmetrischer Keil vom Eeilninkel 2d 
(Fig. 265) soll durch eine Kraft K gleichmässig in dem Spalte 
weitergeschoben werden. Zu den Nonnaldröcken A' kommen die 
in die Keilflächen fallenden, nach 
oben gerichteten Reibangswider- 
stände fJV hinzu. N schliesst den 
Winkel d mit der Qaerrichtang 
des Keiles, /N denselben Winkel 
mit der Kraft K ein. Für Gleich- 
gewicht wird daher (Fig. 265 a) 
Ä'=2JVainö + 2/A'cosö 

1) =2A^(3ind+/c08d). 
Oder auch Ä" = 2 Waia {d + q>) 

mit W= N: coB q>. 

För die rückgängige Bewegung des xJT^^^'-''^ ^'»- ^^''^■ 
Keiles gilt (ebenfalls mit dem 
Sinne der Kraft nach unten, Fig. 265 b) 

2) . Äi = 2A'(3inÖ— /cosd). 

Die Kraft K^ aber, welche inr den Kuhezostand des Keiles erforder- 
lich ist, moss zwischen den Werthen Ki and K bleiben. 

Ist d>-(p, d. h. tgd::>/ oder sin ö5>/oo9 Ö, so ist X", >0. 
In diesem Falle muss auch bei der Äufwärtsbew^ung noch eine 
abwftriä gerichtete Kraft Ki wirken, damit die Bew^uog nicht 
beschleunigt, sondern gleichförmig erfolge. Die Drücke N würden 
trotz der Reibung noch im Stande sein, den Keil beschleunigt aas 
dem Spalt hinauszutreiben; oder der zu stampfe Keil wird, sobald 
die treibende Kraft auf hütt, zurückspringen. Für d < 9) aber wird 
Kj<zO, A.b. in diesem Falle ist ein Herausziehen des Keiles 
durch eine aufwärts gerichtete Kraft ( — Ki) nöthig. Der Keil 
wird darch die Reibung im Spalte festgehElIten; je grösser die Seiten- 
drflcke A werden, um so fester steckt er; es findet hier also ähn- 
liches statt wie beim Festklemmen einer Stange, und zwar erfolgt dies 
Klemmen ebenfalls, wenn der Eeilwinkel 2 d<2^. Auch hier können 
in solchem Falle die Gesammtdrücke W and Wj der beiden Seiten- 
flächen in dieselbe Linie fallen und sich allein gegenseitig aufbeben. 
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Bei der gewöhnlichen Anwendung des Keiles zum Spalten ist 
die Wirltung der Triebkraft eine unterbrochena Wäre aaa d > 93, 
so würde der Keil in den Pausen zwischen zwei Schiiten zuröck- 
springen. Daher musa ö <; 91 gemacht werden, der Eeil mnss 
sich gegen Zurückspringen festklemmen. Ein solcher Eeil heisst 
selbstaperrend. 

b) Oleichfftnnige Bewegung zweier sieh berührenden Keile. 

Zwei Keile mit den Eeilwinkeln a, und Oj (Fig. 266) berühren 
einander und ausserdem zwei Seitenebenen. Auf die Keile wirken 
die Kräfte Ki und K2, welche mit 
den festen Ebenen die Winkel ß, ^'K- 266. 

und ß^ bilden. Es soll deren Ver- £^--t£0'^^'*' 

hältnis ermittelt werden, unter der j-'n^-^B^^ r\ n\^ 
Annahme, dass Keil I der Tor- %. J^ y ~/T~n~* 
rückende, II der zurückgetriebene sei, ^fe} fe _ / / | onsV^ 

Die rechtsseitige Ebene Übt ^^Ki -"Ws^ ^^a^ß^ 

einen Qesammtdruck W^ aus, der i^^9^^^^ 

von der Normalen zur Ebene um ^ J -K, 

den Reibungswinkel >p nach rechts 

abweichen mnss, wenn Keil I nach links vorrückt Der Angriffs- 
punkt von Wi ist unbestimmt, werde daher in A willkürlich ange- 
nommen. Wy bildet mit dem oberen Tbeile der rechtsseitigen 
Unterstützungsebene, an der er abwärts gleitet, den spitzen Winkel 
90" —9) (mit dem unteren Tbeile den stumpfen Winkel 90" + (p). 
Durch den Punkt O, in welchem W-^ die Krad K^ schneidet, mnss 
nun auch der gegenseitige Drnck Z> zwischen beiden Keilen hin- 
durchgehen, weil drei sieb im Gleichgewichte haltende Kräfte einen 
gemeinsamen Schnittpunkt haben müssen. I> muss die Berübrungs- 
ebene beider Keile wieder so schneiden, dass der spitze Winkel 
90" — <p im Keile I auf der oberen Seite erscheint. (Die Winkel 
90® — fp sind in der Figur durch kleine Kreisbtigen hervorgehoben.) 
Der gegenseitige Druck i> schneidet K-^ im Punkte E, durch 
welchen auch ITj hindurchgehen mnss. Bei B aber, wo W^ die 
linksseitige feste Ebene trifft, muss der spitze Winkel 90" — 9> an 
der unteren Seite erscheinen, da der Keil II nach oben gleitet 
Hiermit stehen die Richtungen der Drücke an den Eeilfläcben fest; 
die Lagen ebenfalls, nachdem der Funkt Ä willkürlich angenommen 
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war. Trägt man nun die Kraft Ä", nach einem beliebigen Mafs- 
stabe als GF im Krafteck (Fig. 266a) auf, setzt daran die Rich- 
tungen von Wi und D, so schneiden sich beide in O und schliessen 
das Kräftedreieck GFO, welches der Gleich- 
gewichtszustand l'ordert. Zieht man OJ\\ W^, 
(rJ\\ K2, SO stehen nun auch die KraftgrOssen 
W.2 und Xj fest. Der Linienzug ACEB' 
dessen Seiten die ßichtungslinien der Drücke 
an den drei Keilflächen darstellen, heisst die 
Drucklinie der beiden Keile. Betrachtet 
man O als den Pol des Kraft«cks, 30 sind die 
Seiten der Drueklinie den Polstrahlen OF, OG, 
OJ der Beihe nach parallel. Die Drucklinie 
bildet daher ein zu den Kräften K^ und K^ 
gezeichnetes Seileck. Die Lage des Poles O 
und die Grösse der Kraft K^ sind aber an die 
Bedingung gebunden, dass die Seiten des Seil- 
ecks, d. h. der Drucklinie, die Keilflächen in ganz bestimmter 
Weise unter den Winkeln 90 '^ — ?> schneiden müssen. Will man 
nun die Kräfte aus dem Krafteck auch berechnen, so muas man 
die Winkel des Kraftecks bestimmen. 

Der spitze Winkel zwischen Ä"| und W^ würde 90" — ^! 
betragen, wenn W^ ein Normaldruck wäre. Durch die Abweichung 
um (p wird jener Winkel noch um dieses Mafs kleiner, d. h. es 
wird 4:t>J'(?=90» — A — 91 = 90" — (A t?»). D und W^ 
würden, wenn beide Normaldrücke wären, denselben Winke! Oy mit 
einander bilden wie die entsprechenden Keilfläcben; durch die 
Abweichung einer jeden um tp vergrössert sieh dieser Winkel um 
2 9>; daher ist 2f FOG = a, + 2 ^. Entsprechend findet man 
2LOJG=9Q''—ißi — <p), ^J0G = a^ — '2^. Sonach ergiebt sich 
Ki:D = sin {a^ + 2 95) : cos (^1 + (p); 
K2 : l> = sin («2 — 2?)) :e03 OSj — 91). 
Durch Theilung beider Gleichungen entsteht dann 
Kl _ sin (g, + 2 y) cos (jS^ — y) 
K^ ~ sin (02 — 2 y) cos (ßi+<p)' 
Für «2 = 2 y würde ^ JOG = und Ä^ = oder ä; : «'s = «s, 
in der Drucklinie würde BIE mit GE zusammenfallen, d. h. der 

Keck, Hsdunik. 14 
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Fig. 267. 




Keil II wQrde znischen Eeil I und der linksseitigen Ebene sich 
featklemmen. Die vorausgesetzte Bewegung würde ferner unmöglicli 
werden far ^| = 90" — q>, weil dann 2^1 OFG = werden würde. 
In diesem Falle würde K^ schon durch TT, allein aufgehoben und 
es entstände gar kein Druck D gegen den zweiten Eeil, also auch 
keine Möglichkeit die Kraft K^ an dem Keile II zu überwinden. 

Soll die Bewegung der Keile um- 
gekehrt erfolgen (Fig. 267), soll Keil II 
vorrücken und Keil I zurückweichen, so 
findet man, an einem Funkte A am 
Keile 1 beginnend, in gleicher Weise 
die Dracklinie; ihre einzelnen Seiten 
verdrehen sich aber, gegenüber der 
Fig. 266, je um 2 f. Die spitzen 
Winkel 90" — <p liegen jetzt durchw^ 
an der anderen Seite als in Fig. 366. 
Im Erafbeck (Fig. 267 a) wird, wenn K^ 

zu derselben Grösse angenommen wird wie vorher, K2 nun viel 
grösser als vorher. Das Verhälinis Ä", : K^ erhalt man leicht, wenn 
man in Gl. 1 durchweg die Vorzeichen von <p umkehrt. 

Sind endlich beide Keile in Ruhe, so liegt 
die Richtung des Widerstandes W^ ii^endwo inner- 
halb des doppelten Reibungawinkels, und dasselbe 
gilt für die Richtungen der Di-ücke D und W^. 
Bei gegebenem Ki hat nun der Pol O des Kraft- 
ecks keine bestimmte Lage mehr, weil Wi und D 
innerhalb des doppelten Reibungswinkel jede Rich- 
tung haben können; ebenso wird die Richtung von 
Wa unbestimmt und damit auch die Grösse Äj. 
Das Verhältnis Ky : K^ ist jetzt nur durch die 
beiden Grenzen bestimmt, welche sieb aus den beiden 
untersuchten Bewegungsl^llen ergeben haben und 
welche man auch leicht rechnerisch findet, indem 
man Gl. 1 das eine Mal mit dem angegebenen Vorzeichen von <p, 
das andere Mal mit den entgegengesetzten dieser Zeichen ausrechnet. 

Man erkennt hieraus, dass es für die beiden ruhenden Keile 
im Allgemeinen unendlich viele mögliebe Drncklinien giebt Jede 
derselben ist ein zu den Kräften K^ und Ki gezeichnetes Seüeck, 



Fi«. 367 a. 
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zn dessen Eonstraktion der Pol and der Anfangspunkt A der 
Druckliiiie innerhalb gewisser Grenzen beliebig gewählt werden 
können. Da aber die Seiten der Drucklinie die Eichtung und La^e 
der Drücke an Keilflächen darstellen, so mnssen sie zwei ein- 
schränkenden Bedingungen genügen: 

1. darf eine Seite der Drncklinie höchstens um den Keibungs- 
winkel von der Normalen zu der entsprechenden Eeilfläche abweichen; 

2. muss eine Seite der Drueklinie die zugehörige Eeilßäche 
innerhalb des Bereiches der Berührung (vgl. S. 166) schneiden. 

Der Ruhezustand der beiden Eeile unter Einwirkung gegebener 
Kräfte Kj und K^ ist nur mCgIich, wenn wenigstens eine, diesen 
Bedingungen entsprechende, Drueklinie nachweisbar ist 

Beispiel: Ein mit K^ belasteter Pfosten (Fig. 26S) soll mittels des unter- 
geschobenen Keiles, an dem eine wagerechte Emft Ä, 
wirltt, gleichmfissig in die Höhe gelieilt werden. Die ^' "°' 

Drucklime ACES ergiebt sich leicht unter Annahme 
eines willliürlichen Pimlites A. (Die spitzen Winltel 
110° — tp sind wieder durch Ideine Bögen ohne Züfem 
bezeichnet) Der Dmck D würde, wenn er ein Normal- 
druck wäre, mit der Lothrechten den Winkel a^ bilden; 
wegen der Reibung wird dieser Winkel OGJ-=a^ -\- jn. 
Das Verhältnis K^ : K.^ liesse sich leicht ans GL 1 
berechnen, indem man dort die Sonderwerthe dieses 
Falles einsetzte. Wir ziehen aber eine unmittelbare 
Berechnong Tor. Man erkennt leicht, daas W-, und W^ 
rou den zu einander rechtwinkligen Gleitebenen naeh 
derselben Seite um 90"— y abweichen, also ebenfalls 
zu einander winkelrecht sein mflasen. Daa Viereck QFOJ ist darnach bei 



a Durohmesser FJ einge- 
Fig. -2688. 



und hei rechtwinklig, ist also ein einem Kreise 
echriebenes. Der Winkel FOG = a, + 2 y> 
steht über dem Bogen F6 ; demselben Bogen 
entspricht aber auch der Umfangswinkel FJG, 
der daher dieselbe Grösse «, -}- 2 (o hat Daher ist 

Für dl + 2 f- = 90 " oder «i = 90 ° — 2 p 
knithin n^ =■ 2 f wird K^ : K.,^ oa , oder das 
Hinaufkeilen unmöglich. Es fallen dann nämlich 
B und W., zusammen und klemmen den als 
zweiten Keil geltenden Pfosten fest. 

Für die entgegengesetzte Bewegung, d. h. 
für gleichmässiges Hinablassen des Pfostens, gilt selbstverständlich 
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Fig. 288 b. 



Pur die meisten Fülle ist es wänscheiiswerth, dass der untere Keil ae 
sperrend sei, d. h. dass fUr den RSckgang K,' <c werde. Mithin i 
Ol < 2 ^ sein. Für diesen FaU gilt das Kraftecb 
Fig. 26Sb, in welchem die den unteren Keil 
znrnck ziehende Kraft — K, = GF ist 
Druck D Ewiachen beiden Keilen bildet mit der 
Lothrechten den Winkel 00 J = a 
Würde dieser wegeu a, ^ j? zu Null, so 
sich D lothrecht nnd 0J= W, = 0. Unter 
diesen Umständen nnd ebenso für Oj «er y würde 
sich der Pfosten beim Zurückziehen des nnteren 
Keiles nicht mehr gegen die lothrechte Wand 
stätzen ; er würde vielmehr wegen des toth- 
rechten D, welches dann =: K^ ist, durch den 
unteren Keil von der Waod abgelegen werden, 
würde auf dem Keile nicht abwärts gleiten, also 
auch nicht sinben; es würde also der Zweck der RQckwärtsbewegung nicht 
erreicht werden. Für «i <; p würde Wj sogar negativ werden, d. h. es müsste 
der Pfosten durch eine besondere Kraft gegen die Wand gedrückt werden, nm 
sich nicht von ihr zu entfernen. Daraus folgt, dass der Keilwinkel a^ zwischen 
den Werthen y nnd S ^ liegen muss, damit die Vorrichtong ihren Zweck 
erfülle. 






ZahicHbeispici: Bei f= 
wird tg (a, + 3 9) = tg 39 ' 
tg(<z, -2i.) = -tg(50) = 



- 0,», mithin K^ 
0,0., d. h. — .ff, : 






«1=17» mit tgOi = 0,8 
: 0,8 ffj für Einaufkeilen ; 
0,M Ki für ICnmiterlaasen. 



Wirknng der Keilpresse. Dieselben Grundgedanken wie bei 
2 Keilen gelten auch, wenn die Zahl der Keile grösser ist. QleiteD 
die Keile, so tritt an jeder Keilfläche ein Druck auf, der von der 
Normalen zur Keilflache um den Keibungswinkel abweicht. An 
jedem Keile halten sich die Flächendrüclie mit einer dritten Kraft K 
im Gleichgewichte, schneiden sich daher in einem Punkte. Bei 
gleiehmässiger Bewegung bilden die 3 Kräfte jedes Keiles einen 
geschlossenen Str^ckenzng. Das ganze Krafteck aber bildet wiederum 
ein Krafteck der gegebenen Kraft« K mit seitwärts liegendem Pole. 
Die Polstrablen sind die Drücke der Keilflächen; die dazu parallelen 
Richtnngslinien dieser Kräfte bilden daher ein zu den Kräften K 
gezeichnetes Seileck. Letzteres gilt auch für den Euhezustand 
der Keile, nur liegt dann der Pol nicht mehr bestimmt fest, 
sondern ist innerhalb gewisser Grenzen nnbestimmt. Für die 
Seilecksseiten gelten dann dieselben Beschränkungen wie auf S. 211 
angegeben. 
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Bei einer Eeilpresse etwa zum Auspressen von öl aus zer- 
stampften Ölsamen (Fig. 269) wirkt ÄTj als Triebkraft anf den 
mittleren Keil von Keilwinkel 2 ö. Durch Niedertreiben dieses 
Keiles werden die Seitenkeile 
auf den wagereehten Qleitflächen '^' 

auseinander getrieben und da- 
durch die ölgatsftcke S, S g«H 
presst, welche dabei die Gegen- 
drücke Ä'a leisten. ACEFB ist 
die Dracklinie. Stellt man die 
Triebkraft Kj durch GJ im 

Krafteck (Fig. 269a) dar, so sind JO and GO die Gegendrücke D 
der beiden Seitenkeile, welche von der Wagerechten nm ö + q) 
abweichen. Dadurch ist der Pol bestimmt Die Wideretände W 
der wagerechten Gleitfläcben bilden mit „. 

der Lothrechten die Winkel ip und legen 
dann mit den Wagerechten durch G und J 
die Punkte L und M fest, wodurch 
JL = GM= K^ bestimmt werden. 
ist dann im Dreieck OOJ: 

Kr-Z> = '2-siTi{Ö + q}], 
im Dreieck OGM aber, weil 2^. GOM 

Äj : 1> = cos (ö + 2 
mithin wird 

1) 




^2 



, sin (d 4- y) cos y 



{f> + i<p) 

Weil beim Keile gewöhnlich tgd gegeben ist, kann man voi'stehende 
Formel zur bequemeren Berechnung (ohne trigonometrische Tabellen) 
umformen, indem man die zusammengezogenen Punktionen auflöst 
und iß Zähler und Nenner mit cos ö • cos^y theilt: 
:^„9 tgö+/ 

Zur Beurtheilung der Güte einer Maschine dient die Ver- 
gleichung der Arbeiten, welche von der Maschine übertiagen hezw. 
aufgenommen werden. Der Zweck der Keilpresse besteht in dem 
Zusammenpressen des Gutes bei S. Bückt nun jeder Seitenkeil 



2) 
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am V*" nacli auasen, während der Treibkeil sich um c ahwflrts 
bewegt, so verrichten die aaf das Gut übertragenen Kraft« K^ kq- 
sammen eine Arbeit K^v. Dies ist die Nutzarbeit; K^c iät 
aber der Arbeitsautwand. Das Verhältnis beider, nämlich 
„, Sntgarbeit K^v 

^ '^ Arbeitsaufwand ^ Kic' 
nennt man den Wirkungsgrad oder das GflteTerbältnis der 
Maschine. 

Das Verhältnis der Geschwindigkeiten v und c findet man ans 
dem geometrischen Zusammenhange der Maschine (Fig. 270). Rückt 
der Treibkeil um e abwärts, so drängt er jeden Seiten- 
teil um '/iv zur Seite, wo Väi' = ctgÖ. Daher ist hier Fig. 270. 

4) -J-^'e*- 

Einen anderen Ausdruck kann man noch für den 
Wirkungsgrad tj finden, wenn man sich die Maschine 
einmal ohne schädliche Reibungswiderstände als eine 
ideelle, vollkommene Maschine vorstellt Nennt man die 
ffir eine solche nöthige Betriehskraft die ideelle Trieb- 
kraft = Kf,, so wird, indem man in Gl. 2 / = setzt, 

5) ■ ^ = 2iga = ^. 

Führt man dies in Gl. 3 ein, so erhält man 

Kg ideelle Triebkraft 



6) 



' JT, wirkliche Triebkraft * 
Nach GL 5 ist Kac= K2V, d. h. bei einer vollkommenen Maschine 
würden Arbeitsaufwand und Kntzarbeit einander gleich oder der 
Wirkungsgrad gleich Eins sein. Eine Maschine ist mechanisch um 
so vollkommener, je mehr sie sich diesem ideellen Zustande nähert 
Die Bezeichnung Kf,c = K2V haben wir nur für diese besondere 
Maschine bewiesen; sie gilt aber allgemein. Bewegen sich nämlich 
alle Theile einer Maschine gleichförmig, so findet keine Zunahme 
des Arbeitsvermögens statt, also muss auch die gesammte Arbeit 
Null sein. Die inneren Spannkräfte einer vollkommenen Maschine 
Terrichten aber nach S. 144 keine Arbeit Die Widerstände völlig 
glatter Flächen, mit denen die einzelnen Maschinentheile in einander 
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greifen und an einander gleiten, ebenso wenig. Die Nutzlast wirkt 
in Bezug auf die Maschine stets der Bewegung ihres Angriffspunktes 
entgegen, verrichtet daher eine negative Arbeit, die im absoluten 
Sinne der Arbeit der Triebkraft gleich sein muss. Also 
7) v:c=K^:K^. 

Dies ist der schon von Galilei ausgesprochene Satz; „Was an Kraft 
gewonnen wird, geht an Geschwindigkeit (oder an Weg) verloren." 
Man kann also den Wirkungsgrad nach Willkür auf Grund der 
Gl. 3 oder der Gl. 6 berechnen. 

Beispiel: Die Eeibungsflächen der Keilpresse seien gut geglättet und 
geschmiert, daher / ^ 0,i . Auch in diesem Falle ist es möglich, den Treib- 
Ireil Belljstflperrend anzuordnen; dies ist erfOllt, wenn wir etwa tg iJ ^ '/m 
annehmen. In Gl. 2 werden dann die Grössen /^ und 2 / tg 'J nur je '/i"» und 
können zur Vereinfachung gegen 1 Teraachlässigt werden. Es ist nämlich 
zu bedenken, dass die Reibungsziöem in Wirklichkeit Bchwanken werden und 
selten mit grosser Genauigkeit za schätzen sind. Daher ist in GL 3 der Zähler 
doch kaum auf 2 °/o genau zu berechnen, so dass die Vernachlässigung im 
Nenner durchaus zulässig erscheint. Ahnliches gilt in allen Fällen, in denen 
Keibungs widerstände eine wichtige Bolle spielen. Dann wird 

A-i = 2 -(0,05 + 0,i) K.i = f),sK^; v = 1 o -0,06 = 0,1 ■ o. 

~ K^e~ 0,1 
Ka = 1 K^ tg^ = 0,i K^, 

also auch ^ =^ -~- ^ ~ ■■ ' ^ '/*, "ie vorstehend. 

Bei dieser Maschine wird also von der aufgewandten Arbeit nur ein Drittel 
nützlich verwerthet, während zwei Drittel durch Reihung aufgezehrt werden. 
Die KeUpresse ist daher eine wenig voUkomreene Maschine-, Wasserdruckpressen 
z. B. arbeiten erhebUch vortheilhafter. Die soeben besprochene Maschine hat 
aber Einfachheit und Billigkeit als Vorzüge. 

Der Wirkungsgrad dieser Maschine nach Gl. fi läset sich, wenn man in 
GL 2 die erwähnte Vereinfachung 

einführt, auch schreiben, weil Jf,, '^ 2 A", tg t! ist, 

tgj 

Vei^öBsert man tg J, so verkleinert sich der Nenner, mithin wächst tj. 
Macht man x. B. tg 3 =/, so würde schon i; = '/» werden. Die beabsichtigte 
Selbstsperrung des Triebkeiles hat also den geringen Wirkungsgrad herbei- 
geführt. Es lässt sich zeigen, dass bei jeder Maschine, die aelbstsperrend 



Der Wirkungsgrad ^ = -^— = -'- ^ '/' ■ Es würde ohne Reibung 
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sein soll, der Wirknngsgrad unter O.n liegen iiiusG. Mtm kano nämlicli 
Betsen: K, =^ K^ -\- F, wenn Fder durch die Eeibnngswideratände aufgezehrte 
Theil der Botriebekraft iat Nirarat man nun an, dass beim Beginne der rück- 
gänpgen Bewegung der Reib ongs widerstand annähernd noch dieselbe Grösse F 
behält, so gilt für den Rückgang Kj' ^ K^ — F. Soll nun die Maschine sich 
selbst sperren, so mnss Ä^' < 0, mithin /■> K„ oder 

*-'iS2^o sein, d.h. ,= ^<i-. 



i) Dmeklinie eines GewiJlbes. 

Auf S. 210 warde gezeigt, dass die Drucklinie einer rabenden 
Grappe von 2 Keilen statisch anbeslimnit ist, dass sie ein Seileck 
zu den Lasten K der Keile sein moss und dass ihre Seiten an 
zwei beschräukende Bedingungen gebunden sind. Auf S. 212 wurde 
dann weiter erläutert, dass diese Satze von der Zahl der Keile unab- 
hängig sind, also auch bei beliebig vielen Keilen Gültigkeit behalten. 

Die einzelnen Steine eines (ohne Mörtel gedachten) GewClbbogens 
sind nun auch keiltörmige Körper. Soll ein Gewölbbogen in Kühe 
sein können, so muss eine dem Buhe^ustande entsprechende Druck- 
linie nachweisbar sein. Die Drucklinie ist ein zu den Gewichten der 
Gewölbthoile gezeichnetes Seileck. Die einzelnen Seiten desselben 
dürfen höchstens um den Keibungswinkel von der Normalen zu den 
Fugen abweichen und müssen die Fugen auch innerhalb des Bereiches 
der Berührung, d. h. innerhalb des Gewölbbogens schneiden. 

Das Gewölbe möge symmetrisch zu einer lothrecliten Mittelebene 
sein (auch bezfiglich seiner Belastung). Betrachten.wir diese Ebene 
als eine Sehnittebene, so wird in ihr eine wagerechte Druckkraft, der 
Seitenschub H, wirken. Denn ein schräg gerichteter Scheiteldruck 
würde an der einen Hälfte nach oben, an der anderen aber zufolge des 
Gesetzes der Wechselwirkuug nach unten gerichtet sein, was jedoch der 
Symmetrie widerspricht. Theilt man nun den halben Bogen (Fig. 271) 
durch Fugen in eine beliebige Zahl von Theilen, deren Gewichte Q^ , 
Q^, . . . durch die Schwerpunkte der Theile hindurchgehen, so ist das 
Krafteck der Lasten Q, leicht gezeichnet, indem man sie nach irgend 
einem Kräftemafsstab an einander reiht. Wäre nun der Seitenschub 
H bekannt, so würde man den Pol in dem Abstände // dem oberen 
Endpunkte der Lasten gegenüber annehmen und hätte damit sämmt- 
liche Polstrahlen. Wäre ausserdem noch der Angriffspunkt C des 
Scheiteldruckes gegeben, so hätte man die Seiiecksseiten nur den 
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Polstrahlen der Reihe nach parallel zu ziehen und hatte damit das 
Seileck, d. h die Drncklinie des Üewölbes Den Punkt C wollen 
wir in der Mitte der Scheitelfuge 
annehmen. Die letzte Seite des 
Seilecks könnte nun vielleicht 
ans der inneren Leibung des Ge- 
wölbes treten; dann erkennt man, 
dass dieses Seileck eine mögliche 
Drucklinie nicht ist. Um aber 
ein flacher verlaufendes Sei leck 
zu erhalten, braucht man nur den 
Polabstand H zu vergrössern, 
und zwar kann man leicht H so 
bestimmen, dass die letzte Seite 
die Kämpferfuge an einer be- 
stimmten Stelle A, etwa in ihrer Mitte, schneide. In Fig. 271 
ist nach willkürlicher Annahme des Poles O^ das Seileck C^, 
gezeichnet. Verlängert man nun die letzte Seite des ersten Seilecks 
bis zum Schnitte P mit der Bichtungslinie von H, so muss nach 
S. 119 das Gesammtgewieht R der Gewölbhälfte durch P geben. 
Die Lf^e von R ist nur von der Form des Gewölbes abhängig, 
nicht aber von der willkßrlich angenommenen Lage des Poles 0. 
Für ein grösseres // und für ein wiederum durch C gehendes 
Seileck muss daher die letzte Seite ebenfalls durch P gehen. Zieht 
man also PA, so ist dies die Richtung der letzten Seite durch 
den gewünschten Punkt A. Eine Parallele zu ^P durch D 
bestimmt den neuen Pol O, und OB ist nun der Scheitelachub, 
welcher einem durch C und A gehenden Seileck entspricht. Dass 
die Seiten des Seilecks von den Normalen zu den Fugen nicht zu 
viel abweichen, tässt sich ja nöthigenfalls durch Änderung der 
Pi^enrichtung leicht erreichen. Wichtiger ist, dass die Drucklinie 
überall im Gewölbbogen verbleiben muss. pjg 372. 

Findet man eine solche Drucklinie, so ist 
der Ruhezustand gesichert. 

Wie schon gesagt, hat man, wenn das 
erste Seileck die innere Wölbfläche schneidet, 
H zu Tergrössern, oder G nach oben zu 
verschieben, und umgekehrt In Pig. 272 sind 2 vorläufige Seilecke 
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eingezeichnet, die den Bedingungen einer Drucklinie noch nicht 
entsprechen, aber durch Verändwung von B. zu möglichen Druck- 
linien umzuwandeln sind. Schneidet ein Seileck (Fig. 273) erst die 
innere WClblinie, kehrt 
dann durch dieselbe in das ^' 

Gewölbe zurück und geht 
bei weiterem Verlaufe noch 
einmal durch die äussere 
Wölblinie, so ist Gleich- 
gewicht unmöglich. Denn 
jede Änderung von fi und 
C, die an der einen Stelle 
das Hinaustreten beseitigen 
könnte, musste das Hinaus- 
treten an der anderen Stelle 
noch verstärken; in solchem 
Falle kann nur eine Vergrösserung der Gowölbstärke oder eine 
Änderung der Gewölbform zum Ziele fQhren. 

Auf diese Andeutungen über die Drucklinie in Gewölben müssen 
wir uns hier beschränken. Die wirkliche Lage des Rcheitelschubes 
H und des Widerls^erdrucks W folgt aus dem elastischen Verhalten 
der Gewölbsteine und findet sich besprochen in Keck, Vorträge 
über Elasticitätslehre, S. 330 u. ff. Hat man aber die richtige 
Drucklinie gefiinden, so geben die Polstrahlen des Eraftecks die 
Grösse der Druckkräfte in den einzelnen Fugen an. 




II. Wirkung der Reibung bei gleichmässig sich 
drehenden Körpern. 

Ein starrer Körper, der sich gleichförmig um eine feste Achse 
dreht, ist nicht im Gleichgewichte, weil die einzelnen Massentheilchen 
nicht geradlinige, sondern kreisförmige Bewegungen ausfahren. Die 
Bedingungen für eine gleichförmige Drehbewegung lassen sich aber 
mit Hülfe des Satzes auf S. 141 aufstellen, wonach die Ergänzungs- 
kräfte den an dem Körper wirkenden äusseren Kräften das Gleich- 
gewicht halten müssen. 
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Dreht sich der Körper mit der Winkelgeschwindigkeit lu um- 
die Achse O rechtwinklig zur Bildebene (Fig. 274), so erfährt ein 
Massentbeilchen m im Abstände q von 
der Achse nach S. 88 die Centripetal- pj- 274_ 

beschleunigung Qoi^; daher müssen 
sämmtliche Centrifagalkräffce mQia^ den 
äusseren Kräften gleichwerthig sein. Die 
äusseren Kräfte besteben in bewegenden 
Kräften K, in den Normalwiderständen 
N der festen Achse O und in Reibungs- 
widerständen der Lager der Drehachse. 
Da die Gentrifugalkräfte sämmtlich durch 

O hindurchgehen, so haben sie in Bezug auf die Achse das Moment 
Null. Dieses muss also auch für die äusseren Kräfte gelten. Da 
nun die Normalwiderstände N ebenfalls durch gehen, so 
ergiebt sich als wesentliche Bedingung der gleichförmigen 
Drehung, dass die Momentensurame der bewegenden 
Kräfte K und der Reibungswiderstände f-N in Bezug 
auf zusammen Null betrage 

Die Normalwiderstände N der festen Drehachse sind im All- 
gemeinen von der Massen vortheilnng des Körpers abhängig and 
werden erst weiter unten eingehend bestimmt werden. Jetzt wollen 
wir nur solche Fälle betrachten, bei denen die Masse derartig 
symmetrisch um die Achse vertheilt ist, dass jedem Massen- 
tbeilchen im Abstände q auf der einen Seite der Achse ein gleiches 
Massentbeilchen in demselben Abstände auf der anderen Seite ent- 
spreche, so dass die Gentrifugalkräfte dieser Massentbeilchen sich 
gegenseitig aufbeben, weshalb dann auch die sämmtlicfaen äusseren 
Kräfte sieb vollständig aufheben, d. h. den Gleichgewichtsbedin- 
gungen genügen müssen. Aus diesem Grunde können die Fälle der 
gleichmässigen Drehung solcher Körper mit symmetrischer Massen- 
vertheilung schon an dieser Stelle, d. h. in der Gleichgewichtslehre, 
behandelt werden 

In den obigen Bedingungen wird nichts geändert, wenn zu der 
Drehung um die Achse noch eine geradlinige und gleichmässige 
Verschiebung des Körpers mit seiner Achse kommt. Denn eine 
derartige Verschiebung bedingt keine Beschlennigung, also auch 
keine Ergänzungskräfte. 
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Fig. 275. 




a) ReibungsDioment eines Tragzapfens. 

Eine Achse sei rechtwinklig zo ihrer Mittellinie belastet und 
stütze sich mittels cylindrischer Zapfen auf cylindrische Lager, 
welche die Zapfen mit geringem Spielraum umschliesaen. Auf 
einen Zapfen vom Halbmesser r komme ein durch die Zapfenmitte 
gehender Zapfendruck Z>, der rechtwinklig zur LfUigenacbse des 
Zapfens ateht, so dass die Cylinderfläche des Zapfens den Druck 
bekommt Ein derartiger Zapfen heisst Tragzapfen. 

Wir betrachten zuerst einen sog. eingelaufenen Zapfen 
(Fig. 275), der mit merklichem Spielraum im Lager liegt, und bei 
dem man annäherungsweise annehmen kann, die 
Berührung mit dem Lager finde nicht in einer 
grösseren Fläche, sondern in einer Seite des 
Cylinders {in der Figur durch einen Punkt dar- 
gestellt) statt. Im Ruhezustände würde A die 
Berührnngsstelle sein. Dreht sich nun aber der 
Zapfen rechts herum, so gleitet bei A der 
Zapfen nach links; dem setzt sich der Wider- 
stand /JV nach rechts entgegen. Das Moment fN-r macht ein 
treibendes, die Reibung überwindendes Kräftepaar SDJ im Sinne der 
Drehung nöthig. Aber auch nach Anbringung desselben ist den 
Oleichge Wichtsbedingungen noch nicht 
genügt, weil die Summe der wage- 
rechten Kräfte nicht Null ist Es 
kann daher im Zustande der Be- 
wegung die Berührung nicht in A 
stattfinden; vielmehr verschiebt sich 
die Berübrungsstelte nach rechts nach 
einem Punkte B (Fig. 276), der 
so liegt, dass dort die Mittel- 
kraft W aus A' und fN lothrecht 

gerichtet ist Dies findet statt für 2t AOB = <p. Es wird nun 
W = Z>, und beide bilden ein dem treibenden Momente 3)f wider- 
stehendes Eräftepaar Dr sin g^ = SR. 

Nun ist tg ^ = /; weil aber bei geschmieiten Drehzapfen, wie 
wir sie hier im Äuge haben, fast stets / < 0,i also ?) ^ 6" und 
cos <p ä 0,P95, so ist bei derartig kleinen Winkeln sin <p mit 



Fig. 276. 
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genügender Änoäherung gleich tg(p=/ zu setzen, so dass das für 
die gleichförmige Drehung erforderliche Eraftmoment, welches zu- 
gleich das Keibnngsmoment bezeichnet, gesetzt werden darf 

1) 9» = JOfr. 

Ea entspricht z. B. /=0,i dem Werihe sin 9) = 0,0995 . Unmittel- 
bar ergiebt sich Gl. 1 aus Fig. 275, wenn man daselbst, obne Rück- 
sicht auf den kleinen Verstoss gegen die Oleichung der wagerechten 
Kräfte, N=- D also fN=fD einführt. Man denke sich also, am 
die Ql. 1 leicht zu merken, dass der Zapfendruck D eine Reibung 
fD und mit dem Hebelarm r ein Moment Dfr 
bedingt. Bringt man das Moment SW auf die Pig- 377. 

Form Kl (Fig. 277), legt die eine Kraft durch 
O, die andere ans Ende eines Halbmessers / und 
lässt sich die Kräfte K bei der Drehung stets 
mitdrehen, so verrichtet die in angreifende /^ ^\ 

Krail keine Arbeit; die am Endpunkte des Armes ■'""f — j 
l aber während eines Drehuneswinkels a die Arbeit V_-.^ 

Kla = Wia. Es ist also die Arbeit eines 
Kräftepaares gleich seinem Momente mal dem Drehungs- 
winkel. Die Zapfenreibung erfordert hiernach einen sekundlichen 
Arbeitsaufwand = SÖiw ■ = Dfroi. 

Als Arbeitseinheit dient das Meterkilogramm. Bei regelmässig 
umlaufenden Maschinen pfl^ man aber die in jeder Sekunde 
geleistete Arbeit in "^ als Leistung , Arbeitsstärke oder 
Effekt = E IM bezeichnen. Die Einheit der Leistung ist das 
Sekunden-Meterkilogramm = 1^. Als grössere Einheit hat man 
die Pferdestärke (PS) = 75 ^ eingeführt. 

Ein lebendes Pferd leistet freilich eine aeknndliche Arbeit von 75 ^^t 
nur unter günstigen Umständen. Als aber James Watt i. J. 1782 Dampf- 
maschinen für Londoner Brauereien zn bauen hatte, kam es darauf an, die- 
jenige Arbeit, die bisher Ton Pferden am Göpel verrichtet wurde, dnrch die 
Maschinen leisten zu lassen. Watt niafs daher die von den Pferden geleistete 
.\rbeit, imd eme Damjifinaschine, welche die Leistung von 10 Pferden ersetzte, 
wurde eine lOpferdige Maschine genannt. Die dort benutzten Pferde warea 
sehr kräftig; anch wird Watt der Sicherheit wegen, damit seine Dajnpimaschina 
keinen Misserfolg erlitte, die Arbeit der Pferde eher zu hoch als zn niedrig 
geschätzt haben. Auf diese Weise hat sich als Maschinen -Pferdestärke die 
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Leistuuji Ton 7.) —^eingebürgert. Es wird dafür auch nicht selten Pferdekraft 
gesagt; doch ist diese Bezeichnung wenig pasBend, da mau mit dem AusdraelcB 
doch nicht eine Kraft, Sündern eine sekundliche Arbeit bezeichnen wilL 

Ffir die Anzahl der Pferdestärken wird das Zeichen TV benutzt, 
während n die Zahl der Umdrehnngen in einer Minute 
bedeatet 

Beispiel: Ein Wasserrad wiegt einschl. des datin befindlichen Wassers 
10000*8; seine Achae werde durch 2 Zapfen von r^O,i™ Halbmesser getragen 
und mache 10 Umdrehungen in der Minnt*. Nimmt man f ■=■ 0,i an, so ist, 
da die Summe der ZapfendrOcke an beiden Tragzapfen 10000 i« betrat, das 
gesammte Beibungsmoment 3J1 = 10000 -0,1 -0,1 = 100 "1«. Bei n = 10 ist 
der Drehungswinkel in der Minute 30 n-, in der Sekunde also 20 n : 60 ^ '/' ir 
^ 1,017, daher die setundl. Eeibungsatbeit .E= 104,j ^'^^ und der Reibungs- 
verlust in Pferdestärken }>l = 104,7 : 75 = 1,)9. PS. 

Bei einem neuen l'r^zapfen findet die Berührung längs einer 
grösseren, dem Mittelpunktswinkel 2 a entsprechenden Fläche AGB 
statt (Fig. 278). Ist / die Länge des 
Zapfens und ip der Druck fQr die Flächen- 
einheit an irgend einer Stelle, so kommt 
auf ein Theilchen Ida der Gylinderfläche 
der Druck 'plda und die Reibung /^i^d«. 
Das treihende Moment muss dann be- 
tragen 

Macht man die Vorauasetsung, dass der 
Zapfen flberall gleich stark anliegt, so wird 

m =fplrSdji = 'ifplr^a. 
Hon musa aber D = plS&is&ds 

sein, oder, weil dg eoa^O = dw 

Darin ist J'ffa' die Sehne AB = 2 r sin a, mithin 
-Z> = 2 ^ ? »• sin a . 



Fig. 278. 




Dann wird 



.fr 



oder 



2) W=fDr-^—=fDr^^. 

^ sma -' ^B 

Hiemach ist beim neuen Zapfen, weil wegen des theilweise keil- 
förmigen Einpressens die Summe der Normaldrücke grösser ist als D, 
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anch die Beibang grösser als beim eingelaufenen Zapfen, u. zw. im 
Verhältnisse des Bogens zur Sehne. 

a = Riebt wieder 9W = D/r ; 

a = '/2 Ji aber 2» = D/r Vs n = 1,5t D/r. 

Die Beibnngswiderstände geben nach senkrechter oder wage- 
reehter Richtung zerlegt, Seitenkräfte, die in senkrechter Sichtung 
die Summe Null liefern, in wagerechter Richtung aber nicht. Daher 
besteht bei vorstebender Ableitung ein ähnlicher kleiner Verstoss 
gegen die Gleichung der wagerecbten Kräfte wie bei Benutzung 
der Fig. 275 zur schnellen Entwickelung der Gl. 1. 

Eine diesen umstand berücksichtigende schärfere aber umständ- 
lichere Behandlung ergiebt wiederum, dass für / eigentlich sin (p 
gesetzt werden mfisste. 

Beim Zapfen im Eeillager (Fig. 279) werden die beiden 
Reibungswiderstände /N und /JV, wiederum die Zapfen einseitig 
nach rechts hinüber drücken, in Folge dessen JVi etwas i> A" sein 
muss. Nimmt man aber trotzdem an- 
näherungsweise Ni = N an, so ergiebt 
sich in lothrechter Richtung 

D 



Fig. 279. 



2 Naind = D, also 2 N = 



3) und aR = 2/Nr' 



D/r 
sin ö' 




Der Ersatz des eingelaufenen cylindrischen 

Liters durch das Keilluger bewirkt daher, 

dass wegen des keilförmigen Einpressens 

9K grösser wird als beim cyliudrischen 

Lager, dass man aber, wie bei der Bewegung in Keilnuthen (S. 197), 

statt / einfach den grösseren Werth / : ain ö zu setzen hat ö = 30 " 

giebt/: sin Ö= 2/, entsprechend einer Verdoppelung des Reibnngs- 

raoments. 

Sfit RUckBicht anf den Unterschied zwiachen N und Ni mnaa Btattfinden 
1. in wagerechter Bichtong 

= JV C08 rf + /iV sin rf — A', CM (I + fNi Bin ä; 
•2. in seokrechtem Sinne 

D = Nein ä — f Neos ^ + N^sia^ + fNiCOid; 
3. W = f(K + N^) r. 
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Die ersten beiden Gleichungen lassen sich ordnen: 

= — (iVi — A') COB J + (iV J- iVi)/ sin 
D = (Nj — N)f cos J + (.V + JVi) sin -! . 
Mnltiplicirt man die erstere dieser Gleichungen mit /, 
ZoBammenzSUen 

B = (.V + A-,)(H-/^)sin.; und 



/ 






. .) (1 +/'i ■ 



entsteht durch 



also an = 



m2</> 



Bei / = 0,1 kann aber /^ gegen l vernachlässigt oder sin 2 (s ^ 2 tg (o gesetzt 
werden, so dass dann wieder als Annäherung Gleichung 3 entät^ht 

Dem Nachtheile der Vergrösserung der Reibung durch Benutzung des 
Eeillagers steht der Vartheil gegenüber, dass der Zapfen im Eeillager auch 
nach erfolgter Abnutzung immer noch eine sichere Führung findet, während 
er im eingelaufenen cylindrischen Lager nm das Mafs des Spielraumes hin und 
her schlendern bann. Das Keillager wird deshalb besonders bei Mess- 
Jnstrument«n angewandt, bei denen es mehr auf sichere Lage als auf Kleinheit 
der Reibung ankommt. 

Die Bewegung auf ReibangsroUeD (Fig. 280) von möglichst 
grossem Halbmesser M, welche sich um Zapfen vom Halbmesser q 
drehen, hat den Zweck der Verminderuag des Reibungsmoments. Der 
obere Zapfen vom 
Halbmesser r erfährt 
von den Rollen bei A 
und B die Normal- 
drücke A' und Ni . 
An den Berührungs- 
stellen A und B fin- 
det aber kein Gleiten 
statt, vielmehr haben 
die Rollen dort die- 
selbe Umfangs- 
geschwindigkeit wie 
die Zapfen ; daher 

tritt an diesen Stellen nicht der Gleitwiderstand /iV und /JV, auf, 
sondern Reibnngswiderstände T und 7*1 , die im Allgemeinen kleiner 
sind. Es wird 

Wl = {T+ 21) r. 
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Die Kräfte T und 7j wirken auf die Rollen im entg^engesetzten 
Sinne wie auf den Zapfen und bewirken die gleichmässige Drehung 
der Rollen, haben abo deren Zapfenreibang zu überwinden. 

Die thatsächliche Ungleichheit von N und N^ wflrde in der- 
selben Weise sich geltend machen wie im vorigen Falle; sie hat 
auf das wirkliche Krgebnis keinen nennenswerthen Einfluss, soll 
daher der Kinfachheit wegen vernachlässigt werden. 

Die Drücke A^ = iV\ bilden (ebenfalls umgekehrt) die Zapfen- 
drücke in den Lagern der Rollen, erzeugen dort die Reibungs- 
momente Nfe und müssen durch die Momente der ümfangskräfte 
T= Ti überwunden werden. Daher wird TR = Nfe, T= Nf^ 

Q 
und 9JI = 2 -iV/^ r . Am Zapfen liefert aber die Gleichung der 

lothrechten Kräfte wieder J>=2JVsind, wenn ö der Winkel 
ist, den die Tangenten in A und B mit der lothrechten Mittellinie 
bilden; hiemach wird 

** ""'^ sind B' 

Damit dies kleiner werde als Dfr, muss ^ = -B <: sin ö sein. 

sin ö = i/i und Q:R = ^l6 geben 3)! = — Dfr. 

b) Reibimgsmoment eines Stfltzfapfeiu. 
Beim Stütz- oder Spurzapfen (Fig. 281) wirkt der Druck D 
in der Achsenrichtung desselben. Die 
Berührung mit der Spurplatte des 
Lagers erfolge (der Allgemeinheit 
wegen) in einer Ringfläche der Halb- 
messer r und R. Zeichnet man im 
Grundriss einen schmalen Ring vom 
Halbmesser e und der Breite dg, 
so kommt auf ein Theilchen dF des- 
selben ein Druck pdF, wenn p der 
Druck für die Flächeneinheit Dieser 
Druck liefert eine Reihung fp dF und 
ein Reibungsmoment rfSffl =fp dFg. 
Da man annehmen darf, dass im 
ganzen Umkreise dieses Ringes p 
denselben Wertb haben wird, so kann 



Fig. 2S1. 
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man dF sogleich als die Kingfläcfae 2^ndQ einführen und erhält 
als gesammtes Beibungsraoment 

1) m=2}t/\pe^d9. 

Ausserdem musa, da der schmale Ring den Druck p'iJtQdg auftiimmt, 

2) D = 'i^\pQdQ sein. 

Beim neuen Zapfen nimmt man den Druck p überall gleich an, 

''■'■" >'° (üi-.»)» ""'' 

Ist die Berührungsfläche ein voller Kreis (r = 0), so wird 

4) aM = -|-Z)/B, 

also kleiner als beim Tragzapfen. Es kommt dies daher, dass, 
während beim Tragzapfen die ganze Reibung Df an dem vollen 
Halbmesser als Hebelarm wirkt, hier die Hebelarme der Reibungs- 
widerstände im Allgemeinen kleiner sind als der äussere Halbmesser. 
Beim eingelaufenen Zapfen aind die Verhältnisse noch günstiger. 
Mit der gleitenden Bewegung des Zapfens ist nämlich eine Abnutzung, 
ein fortwährendes Abschleifen verbunden, und da die Gleitgeschwin- 
digkeit nach dem äusseren Umfange hin zunimmt, so wird auch 
hier die Abnutzung am grössten ausMlen; in Folge dessen wird 
das Aufliegen des Zapfens auf der Spurplatte nach einiger Zeit 
nicht mehr ein gleichmässiges sein; es wird der Einheitsdruck von 
innen nach aussen hin abnehmen. Über die Veränderlichkeit von p 
wird die Annahme gemacht, dass p mit Q umgekehrt proportional 
sei, dass man 

6, , = ^ 

setzen könne, worin p, der Einheitsdruct im Abstände Eins von der 
Drefaachsa Dann wird aus 61. 2: 

D ='i3tpAdi) = 2 JTpi {R — r), 
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aus Gl. 1 aber: 

SO? = 2 JT/^, U dQ = JT/pi (Ä^ — r"^- 

Theilt man diese Gleichung durch die vorhergehende, so wird 
9K:1>= yif(It + r) also 

6) an = Vi !>/{■« + »•). 

Es ist jetzt offenbar •/' C-ß + »■) der mittlere Hebelarm der Reibung. 
Pflr volle Kreisfläche (r = 0) wird 

7) Jlf= Vs-DZ-B. 

Beim kegelförmigen Stfltzzapfen (Fig. 282) miJge die 
Berührungsfläche von C bis B sieh erstrecken. Ist dF ein Flächen- 
theilchen derselben mit dem Einheitsdrncke „. . 

^, so wM Wt=/SpdFe. DabeT pdF '^' 

mit der Wagerechten den Winkel ö bildet, 
80 ist 

D = sin öJpdF. 

Das Flächentheilchen dF bildet mit der 
wagerechten Grundrissebene den Winkel 
90" — ö nennt man dF' den Qrundriss von dF, so wird 
dF' = dF cos {90" — 6)~dF sin d. Hiernach wird 
D = Sp dF- und 

Wi^^-^XvdF'ß. 
sm oj^ ^ 

Da nun dF mit ^QJidQ eingeführt werden kann, so wird 




^Uß-^ß und 



D=^3i\pQde 

Vergleicht man diese Werthe mit den Gl. 1 und 2, so erkennt 
man, dass der Ausdmck für D völlig mit Gl. 2 ttbereinstimmt, 
während in dem Werthe für 301 nur / mit / : sin Ö vertauacht ist 
als Folge des kegelförmigen Einpressens, wie in allen ähnlichen 
Fällen. Daher muss sowohl in den GL 3 und 4 fQr einen neuen 
Zapfen, sowie auch in den GL 6 und 7 für den eingelaufenen 
Zapfen / vertauscht werden mit /: sin ö. 
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Der kegelförmige Zapfen verursacht also mehr Reibung als der 
ebene Stützzapfen, gewahrt aber auch, wie das Keillager, den Vor- 
theil einer aicherea Führung, wogegen der Stützzapfen mit ebener 
Beibungsfläehe eine solche nicht bietet, weil an der cylindrischen 
Seitenwand des Lagers sich Spielraum befindet oder bilden muss. 

c) Hirn'sche Reibungswaage. 

Die vom elsässischen Ingenieur Adolf Hirn im Jahre 1854 
ei'sonnene Vorrichtung (Fig. 283 und 284) dient zur Ermittelung 



der Reibungsziffer / eines Zapfenlagers durch Abwägen. Auf einer 
Welle, die von einer Maschine etwa mittels Riemscheiben in gleich- 
massige Drehung versetzt wird, befindet sich der zu untersuchende 
LagerkGrper L, der aber nicht etwa zur Stützung der Welle dient, 
sondern an der Welle hängt Unten an dem Lagerkörper ist ein 
Waagebalken W befestigt, an dessen gleichen Armen Waagschalen 
hängen. Die Waagschalen werden mit Gewichten beschwert, so 
dass der för die Versuche gewünschte Zapfendruck D entsteht, 
welcher das Reibungsmoment Dfr erzeugt. Dieses Moment, welches 
vom Lager auf ^^_^^^_ 

den Zapfen als 
ein der Drehung 
entgegen gerich- 
tetes Moment 
ausgeübt wird, 
hat nach dem 

Gesetze der 
Wechselwirkung das Bestreben, den Lagerkörper bei der Drehung 



^ 
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mitzunehmeD, den Waagebalken also schrfig zu stellen. Diesem 
Bestreben wirkt man entgegen, indem man in der linksseitigen 
Waagschale ein Übergewicht P anbringt (Fig. 284) nnd dieses so 
regelt, dass der Balken wagerecht einspielt. Der Zapfendruck 
beträgt I> = 2Q+P+G, wenn G das Eigengewicht des 
Lagers mit dem Balken. Das Reibungsmoment betr^ also 
9H = {2 Q + P + G)fr und wird gemessen durch das Moment 
des Übergewichtes P, d. h. W = PL Das ergiebt 

^ {:iQ, + P+G)r 

BfiBpiel: BeiJ=lm, r = 0,Mni, ff=100kB; e = 2000kKsei das 
Übergewicht P = 2,oi*; dann \^^/= (4000 + 102)0.... ="'""■ 

Damit der Balken gut einspiele, muas, wie bei einer Waage, 
der Schwerpunkt S unterhalb der Drehachse liegen. 

d) Der Bremssaam Ton Prony. 

Der Grundgedanke der vom franz. Ingenieur Frony 1821 
ersonnenen Vorrichtung zum Messen der Leistung von Kraftmaschinen 
ist dem der Beibungäwaage ähnlich. 

Man hebt nämlich die Triebkraft der zu untersuchenden Maschine 
durch einen Beibungswiderstand auf und misst diesen mittels einer 
Waage. Da ea in diesem Falle nur darauf ankommt, den ganzen 




1 auch nicht erforderlich, die Reibung durch eine 
Belastung zu erzeugen; vielmehr kann man sie einfacher durch 
Zusammenschrauben zweier Bremsklötze hervorbringen (F^. 285), 
Auf der Welle der Kraftmaschine befestigt man eine Bremsscheibe 
und bringt auf dieser den Bremazaum an, dessen Schrauben vor- 
läufig sehwach angezogen werden. Dann setzt man die Kraftmaschine 
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etwa eine Dampfmaschine, allmählich in Gang und zieht die Schraaben 
starker an; die an dem Umfange der Scheibe entstehende Reibung 
hat nun das Bestreben, den Zaum mitzunehmen, in Folge deseen 
sieh der Waagebalken unten rechts auf eine als Hindernis dienende 
Schnelle B legt Man bringt sodann die Dampfmaschine in den 
Zustand, in welchem sie beim regelrechten Betriebe arbeiten soll, 
zieht also die Bremsschrauben stärker an, wenn die Welle zu schnell 
läuft, und umgekehrt Hat man auf diese Weise erreicht, dass die 
Welle die vorgeschriebene Zahl von n Umdrehungen in der Minute 
ausführt, so wird jetzt offenbar, weil ein regelmässiger Gang statt- 
findet die ganze Arbeit der Maschine durch den Bremszaum in 
Beibung umgewandelt Belastet man nun die linksseitige Waag- 
schale mit einem Gewichte P (einschliesslich der Waagschale) in dem 
Mafse, dass der Balken sich rechts von der Schwelle abhebt und 
wagerecht einspielt, so ist PI das Mafs des an der Scheibe wirkenden 
Eeibungsmomentes W. Die sekundliche Arbeit desselben betragt 

mithin 'Sllto = Pia, oder, weil lo = — r:^- 'st und 75 ^^ eine 

00 '■ 

Pferdestärke ausmachen, es ist die Anzahl N der Pferdestärken der 
Maschine „ „, jiJt 

^=■^'30775- 
BeUpiel: IstI=2,»o'; P=300^i « = 30, bo wird 



Auch bei dieser Vorrichtung ist es wflnschenswerih, dem Waage- 
balken Standsicherheit zu geben, d. h. den Schwetpunkt S unterhalb 
der Achse anzuordnen, was hier erreicht ist, indem der schwere 
Balken sich unterhalb der Bremsklötze befindet 

e) ReibnitgsrSder. 
Die Eeihung zwischen 2 an einander gepressten Scheiben 
kann benutzt werden, um die Drehung Fig. 286. 

der einen auf die andere zu übertragen. 
A (Fig. 286) sei die treibende, B die mit- 
zunehmende Welle. Auf beiden bringt 
man Scheiben an, die sich bei C berühren. 
Liesse man die Scheiben mittels zahn- 
artiger Vorsprflnge in einander greifen, so 
würde dadurch eine Mitnahme der Welle B 
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erzwungen. LBsst man aber die Vorsprünge fort, so kann auch die 
Eeibung die Wirkung der Zähne ersetzen. 

An der Welle B möge ein Widerstandsmoment W der Drehung 
entgegenwirken; dieses kann man durch eine Last Q, welche an 
einer Trommel vom Halbmesser r emporgewunden wird, zur Dar- 
stellung bringen, indem dann 391 = Qr. Zar Überwindung des 
Momentes ist eine Umfangskraft T bei C erforderlich, far welche 
TR = Q,r also T = Q,r: R wird. Ist nun D der Druck zwischen 
den Scheiben, so wurde demselben beim Gleiten die Reibung fD 
entsprechen. Hier soll aber kein Gleiten stattfinden, vielmehr sollen 
die Scheiben stets gleiche Umfangsgeschwindigkeit haben. Unter 
diesen Umständen ist dann die zur Wirkung kommende Reibung 
TSfD, mithin 

1) ^"k^^^ "^^^ ^=/i' 

Das Zeichen = in Gl. 1 würde auch noch für ein Gleiten der 
Scheiben auf einander gelten; soll dies ausgeschlossen sein, also ein 
sicheres Mitnehmen der Welle B erfolgen, so muss fftr D das 
Zeichen > angewendet werden. 

Beispiel: Ist dtte Widerstandsmoment 3)1 = 100 -0,2 = 2010*«, ^ = 0,«", 
/=0,i fBr Gueaeisen auf Guaaeiaen, so wird ^ > t: tt- = 333*«. Bei 

D :^ 333 *E würde leicht noch eio Gleiten eintreten böDoen, so dass die Last Q 
abwärts gehen könnte-, maa muss D um ein gewisses Mafs > ^3 *k nehmen, 
damit man Sicherheit gegen Zufälligkeiten hat. 

Der Druck D kann nur durch die Zapfen- '^' 

lager auf die Räder übertragen werden, erzeugt 
daher Zapfenreibung, deren "Überwindung Arbeit 
kostet. Man muss suchen, das erforderliche D 
klein zu machen; dies wird erreicht, indem man 
die Reibungsräder nicht einfach cjlindrisch ge- 
staltet, sondern keilförmig in einander greifen lässt 
(Fig. 287), wodurch eine Vergrösserung der Rei- 
bung entsteht. Ist wieder der halbe Keilwinkel ö, 
so wird jf> = 2 iVsinö, die mögliche Reibung 

' ■' sm (5 Ä ^ f R ■■ 

d. h, kleiner als nach Gl 1. Dasa man bei der jetzigen Anwendung 
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der s(^. Eeilnuthenräder mehrere Eeilnathen neben einander 
anordnet, hat mit der Wirkung nichts zu tbun. 

Beispiel: Macbt man •2(t'=S0\ so ist sin d ^ O.ia, tmd ea niid mit 
deD BODBtigen Zahlen des vorhergehenden Beispiels der nntere Grenzwerte Ton D: 
333 -Oiti^ST^E, also our etwas mehr als '/* ^^^ vorigea 

f) Seilreibnng. 

1. Über einen Cylinder vom Halbmesser r, der sich gleichförmig 
am eine Achse O dreht (Pig. 288), sei ein biegsames Seil, ein biegsamer 
Faden, Riemen oder dgl. gelegt, bei A befestigt und bei B am freien 
Ende mit einer Eraft Si gespannt, 
dann drficbt das Seil gegen den 
Cylinderumfang ; an einem Bogen- 
theilchen ds = rrfö entsteht ein 
Nonnaldruck dN und ein Gleit- 
widerstand fd!*^, der auf den 
sich rechts drehenden Cylinder 
nach links, auf das Seil aber 
nach rechts wirkt, das Seil also 
mitzunehmen strebt In dem bei 
A befestigten Seilstflcke mSge 
eine Spannkraft Sj herrschen, dann befindet sieb das Seil unter Ein- 
wirkung der an ihm auftretenden Kräfte 5,, Sj Gruppe [dN] uud 
Gruppe [fdN^ im Gleichgewichte, so dass die Momentengleichung 
in Bezug auf liefert (weil die dA''-Kräfte durch O gehen): 
Syr + rfEdN= S^r, d.h. die gesammte Seilreibnng/i'd A'^wird 
gemessen durch den Unterschied der Seilkräfte ^2 — "^i ■ Um filso die 




Fig. 289. 



gesammte Seilreibung zu 
finden, müssen wir S^ — Si 
zu ermitteln suchen. 

Schneiden wir aus 
dem Seile das Bogentheil- 
chen ds = rdd heraus 
(Figur 289), so wirken 
ausser den Kräften dN 
und fdN noch die Spannkräfte 5 und S + dS. Zerlegt man 
sämmtliche Kräfte || und .!_ zu dN, so verlangt das Gleichgewicht 
dN= (5 + S+ rfS)sin ^id^ 
/dN= dScmyzd^, 
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oder weil sin ^/2dd= ^sd^, cos Vsrfö= 1 and dSd'd unendlich 
klein zweiter Ordnung: 

dN= Sdd 

fdN=dS, mithin 

/dd = dS:S. 
Durch Integration entsteht: 

/Ö = 1 S + C. 
ö = entepreche dem Punkte C (Fig. 288) und der Spann- 
kraft Sj , I? = a dem Punkte D und der Spannkraft Sj, dann wird 
fa = \S2 + C; o = lS, + C, mithin aus beiden; 

2) /a_l(|)„d,r|=e-, 
und die ganze Seilreibmig 

3) *2 — -«1 =«i(e^''— 1). 

Dabei ist besonders bemerkenswertb, dass das Verhältnis der 
Kräfte unabhängig ist von r, nur abhängig von der Reibungs- 
ziffer nnd dem dem umspannten Bogen entsprechenden Mittelpunkts- 
winkel a. 

Wenn der Cylinder ruht, so wird die Summe aller zur Wirkung 
kommenden Keibnngswiderstände Jc^T ebenfalls durch S^ — Si 
gemessen; es ist dann aber 

5i : Si -< e-^" und auch 

S^ — Si <5'i(e^'"— 1). 

Für Sj^ Si würde keine Beibung ausgeQbt werden. Bei einem 

Unterschiede zwischen Sj und S^ bezeichnen wir mit ^ stets die 

grössere der Kräfte. 

2. Ist das Seil nicht in Bube, sondern wird es mit gleich- 
bleibender Geschwindigkeit v = ro} Ober den ruhenden oder mit 
anderer Geschwindigkeit sich drehenden Cjlinder 
fortgezogen, so heben sich an einem Bogen- 
theilchen rdO die normal gerichteten Kräfte 
nicht auf^ sondern es geschieht dies erst, nach- 
dem die Centrifugalkraft dmro)^ hinzugefügt 
ist (Fig. 290). Es wird dann 
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Darin ist dm = —Frd&, wenn F der Qaerschnitt, ;' die Dichte 

des Fadens, Riemens oder Seiles. Die andere Gleichnng fdN= dS 
bleibt unverändert; weil nnn 



^-Fr'^o>n = dS, 



9 

dis- 



/d& = 



S— f-Fr^üi"- 



also /tf = 1Iä — -^J-r^w^l + G, 

oder zwischen Grenzen genommen: 

S^ — ^Fr'oy' 
fa = \ 9 



Daraus entsteht: 

S^^'^Fr^-oß = 



'-Fr^C 



-iV^wMe-^", oder 



Fig. 391. 



4) S2-S, = iS, — ^ Fr^ojij {e^" — 1) . 

In den meisten Fällen ist der EinSuss des Gliedes —Fr^a^ unbe- 

ff 
deutend; nur bei grossen Geschwindigkeiten rto verdient er Berflck- 
sicbtigung (vergl. S. 238). 

Beispiel: Ein rnnder Baum sei auf einer 
Seil welle festgelegt (Fig. 291) und aosserdeni 
dnrch ZimmennaimshaJteii gehalten. Ein Seil sei 
derartig hinübergeschlungen, dasB a = )r. An der 
rediten Seite hänge eine Last von 1000'«. Ea 
BoU berechnet werden, mit welcher Kraft links 
gezogen werden muaa, um die Last hinauf zu ziehen. 
Da anaaer der Last nach die Beihnng öherwnnden 
werden muss, so wird linlis die grössere Kraft Sj 
wirlien, während rechts S, = 1000 kg ist Die 
EeibnngBziffer werde tUr ein Hanfseil auf Holz 
/= V» angenommen. 
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Ntmint man von beiden Seiten der Gleichimg die Brig^Bcheu LogarithmeD, 

BO wird log [~-f = — T log « == 1,mi ■ 0,«« ^ 0,um . Dasn gehört eine Zahl 

3,si = S, : Sj. Mithin wird S^ — 3850kg; die Seilreibung beträgt ISöO»«, 
ist daher sehr gross. Diese Vorriehtong eignet sich daher Dicht als Äofzngs- 
maschine, um eo besser aber zum Hinablassen einer Last, wobei die Beibong 
günstig wirkt. Beim Hinablassen wirkt die kleinere £raft S, auf der linken 
Seite, während die Last jetzt S^ = 1000 ifB wird. Wiedemm ist a^" = 3,si, 
daher S, =; 1000 : 3,si ^^ 351 ^«. Jetzt kommt also die Seilreibung im Betrage 
von 1000 — 351 :^ e,i9 i-b der hinablassenden Kraft zu Hülfe. Die Zugkraft 
an der linken Seite darf zwischen den weiten Grenzen 351 nnd 2850*8 sich 
bewegen, ohne daaa ein rorhandener Euhezustand gestJirt werden würde. Da 
die Reibung das Bestreben hat, den Balken zu drehen, so muss er hiergegen 
sicher befestigt sein. 

Zum Festhalten oder bequemen Hinablassen schwerer Lasten findet eine 
derartige Vorrichtung vielfache Anwendung. Die Reibung wird noch bedeutend 
TOi^Össert, wenn man den Winkel a des umspannten Bogens vergröseert. Man 
bann dadurch jedes beliebige Verhältnis S, : S[ erreichen. Wir wollen berechnen, 
wie gross a werden rouss. wenn S^ \ S^ — 1000 sein soll, d. h. wenn man durch 
Anwendung von £, =^ 1 ^ die Last von 1000 liK hinablassen will. Es mues 
«'/»a = 1000, d- h. in Logarithmen V« " 0,«» = 3, oder a = 9 ; 0,«* — 30,t 
sein. Da nun 1 Umwickelung einem Winkel 2 ir entspricht, so muss die Zahl 
der Umwickelmigen n = 30,7 : 2 t: ^^ 3,a betragen. Wenn man also das Seil 
3 Mal nnd dann noch '/a oder vielleicht '/a Mal amlegt, so wird das Ziel 
erreicht sein. Bei öfterem Umschlagen genügt schliesslich das Gewicht des 
überhängenden Seilendes zum Festhalten der Last 

Es ist für die Wirkung gleichgültig, ob der ''S- "^^"■ 

umspannte Bogen a sich auf einem Cylinder be- . v^, 

findet, oder ob das Seil nach einander um mehrere ^ 

Cylinder geschlungen ist; in letzterem Falle ist a 

die Summe der umspannten Bögen. Auf diesem 

Gnindgedanken bemhen die Rettungsvorrichtungen 

bei Feuersgefahr, mittels deren Menschen aus einem 

brennenden Hanse hinabgelassen werden können. 

Erheblich vergrössert wird die Seilreibung noch, wenn man das (runde) 
Seil in eine Keilrinne (Fig. 392) legt, weil dann /; sin .» an Stelle von / 
zu setzen ist 



g) Bandbremse. 

Ein dünnes Bandeisen, welches man um einen Cylinder spannt, 
um an diesem Beibungswiderstand zn erzeugen, heisst Brems- 
band und findet als Bandbremse bei Winden vielfache Anwendung 
zum gleiclimässigen Hinablassen von Lasten, An einer Windetrommel 
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vom Halbmesser r (Fig. 293) hänge das Gewicht Q. Mit der 
Trommel fest verbanden ist die Bremsscheibe vom Halbmesser R. 
Das umgelegte Bremsband sei mit 
dem einen Ende am Gestelle befestigt, 
i. B. an dem Drehpunkte vi des Brems- 
hebels, das andere Ende des Bandes 
sei mit dem Hebel verbunden. Am 
Ende des Hebels wirke aufwärts die 
Kraft K, welche in dem Bande eine 
Spannkraft ;S| auf der rechten Seite 
hervorruft Bei der Drehung links 
hemm entsteht an der Scheibe eine 
der Drehung entgegen wirkende Band- 
reibung S^^ — S-^ = ^v («^" — O» 
welche, mit Ä multiplicirt, dem 
Momente Qr der I^ast gleich sein 
muss. Ist nun h der Hebelarm von S^ (aber nicht als Länge am 
Hebel, sondern rechtwinklig zu S^ gemessen), so wird Ka = Sib, 

mithin K = 




g/a^l R a' 

Beispiel: Der Winkel des uraspannten Bogens sei 
EeibiingBziffer für Baodeisen anf gusBeisemer Scheibe / = 



- 10: dann wird a 






K = 



1 1 



" 2,11 — 1 -2 10 24,1 ' 
d. h. mit euer Kraft ff" =^ 10 i<g kann man eine Last Q = i\^2H hinablassen. 
Es ist räthlich, von den beiden Eräfben des Bandee die kleinere 5, auf 
den Hebel wirkeD, die grössere S^ aber toiu festen Gestell au&ehmen za lassen. 

h) Riemenscheiben. 
Nützliche Anwendung findet die Seilreibung auch bei den 
Riemenscheiben, welche zur Über- „ 

tragung der Bew^;ung von einer 
Welle auf eine ihr parallele 
Welle dienen, wenn die Ent- 
fernung der Wellen so gross ist, 
dass eine unmittelbare Über- 
tragung mittels Keibungsräder 
oder Zahnräder nicht zwei^kmässig erscheint (Fig. 294). Der biegsame 




.y Google 



11, Reibung, g) Bandbremse. 237 

EOrper, der um die ümtUnge der Scheiben gelegt wird, ist hier 
meist ein Lederriemen. Die Welle A drehe sich links herum; der 
Biemen sei genügend angespannt, so dass er anf den Scheiben nicht 
gleitet, dass vielmehr beide Scheibenumfänge und der Biemen die 
fibereinstimmende Geschwindigkeit v haben möasen. Der Drehung 
der rechtsseitigen Welle setze sich ein Widerstandsmoment entgegen, 
welches wir wieder auf die Form W = Qr bringen wollen (vergL 
S. 231). Sind S^ und Si die Spannkräfte der Riementheile, so 
wird die ganze Seilreibung an der rechtsseitigen Scheibe stets 
gemessen durch S^ — Si, und ffir gleichmässige Drehung der 
rechtsseitigen Welle ist erforderlich 

1) S2 — S1 = QriM. 

Da nun Biemen und Scheibe nicht auf einander gleiten, so ist 

2) Si — Si = <Si(e^"— 1), 
oder durch Verbindung von Ol. I und 2: 

■Si = S Q D > wofür wir schreiben wollen: 

ä' *■-« 577=31 + ^*^ 

darin ist -4 S der Überschuss an Spannkraft, welche w^en der 
Sicherheit gegen Gleiten nCthig ist, dessen Grösse aber nur 
dnrch Erfahrung bedingt wird. Aus Gl. 3 und 1 wird dann 

Ä, = Ä +-^ = -^('— -i + \]+ Js oder 

MM \e/''— 1 / 

Die Grösse a des Winkels des umspannten Bogens wirkt in 
gflnsligem Sinne auf die Verhinderung des Gleitens. Da nun die 
gleichen Kräfte ^| und S^ an beiden Scheiben wirken, die Winkel 
o und «1 aber bei beiden Scheiben im Allgemeinen ungleich sind, 
so moss von den beiden Winkeln a und a^ stets der kleinere in 
Bechnung geführt werdea 
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Beispiel: Für Lederriemen auf GDEeeiseDBCh'>ibeQ setzt man /^0,ib, 
Bind ferner die beiden Scheiben gleich nnd daher a =^ ir , ao witd 

«/a = <«.-" = 2,11. 
Ist DQD Ä = 0,» », an = 100 - 0,1 = 20 »i-s, so wird 

S^ = ~ ~ + JS=23,M*g + JS. 
Sj = 23,M -2,« + J5=56,inl« + JS.* 

Wie bei den Beibungsrfidern der Dnict 1>, so verurBachen 
hier die Spannkräfte Sj uad S^ Zapfenreibungswiderstände in den 
Lagern. In ähnlicher Weise wie dort D, kCanen hier 3^ and &, 
vermindert werden, wenn man den Riemen durch eine ronde Schnnr 
ersetzt nod die Scheibe mit einer keilförmigen Kinne 
versieht (Fig. 295), so dass in Folge der Eeilwirkang 
wiederum / mit / : sin d zu vertauschen ist. Man wähle 
ö 30 gross, dass das Seil sich in der Rinne nicht 
festklemmt, mache also d ::> q?, damit das Seil beim 
Ablaufen sich ohne erheblichen Widerstand aus der 
Rinne entfernt, nicht aber gewaltsam' herausgezerrt werden muss. 

Ist för Hanfseile in gnsseisenien Knnen /= '/a, j! = 18°, so ist 
J = 30 " zulässig. 

In den varstehendeo Kcchoungen ist der Einflues der Geachwindigfceit des 
Bienens anf Vermindening der Reibong nicht berücksichtigt Für schnell- 
lanfende Riemen ist an Stelle der GL 2 auf S. 233 zu setzen (nach Gl. 4, S, 234) 



(^ 


9 


)( 


«/«- 


Oa^.- 


s, = a^. 


Dadurch kommt 


dann zu den Werthen 


S, ondS, 


nach Gl. 3 nnd 4, S. 2.^7 


noch der Summand -^fr'o- 


hii 


zu. 






Hat z.B. 
Dichte TOD 300, 


in Kiemen vo 
so ist rF^ 


nO, 
0,11 


X6™ 
. Bei 


Li >» sekundL Umfangsgeschwindigkeit 


wird dann -^ Fr 

9 
Beispiels wird di 


■1 t 0,21 ■ 


15* 


= fi,ik«. Aus den 




nn S, = n 


M -\ 


6,.+ 


J5 nnd 5^ 


= 5T,.i + 6,i -h J S. 



i) Seilrollen nad Flaseheaz&ge. 

Ist Aber eine Rolle (Fig. 296) ein vSllig M^amer Faden 
gelegt, der die Last Q trägt, so würde, wenn sich der Drehung 
der Rolle kein Widerstand entgegensetzte, zur gleichmässigen 
Drehung kein Moment, also auch keine Seilreibung erforderlich sein, es 
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wQrde dann K=Q hinreichen zum HinauMeben der Last I^ud findet 
aber ein Zapfendrack I) = Q + K statt, also ein Reibungsmoment 

3R=I>/-^, wenn d der Zapfendurcbmesser, zn Fig. 2%. 

dessen Überwindung eine am Umfange der Rolle 



nOthig iat Dies ist die auf den Rollenumfang be- 
zogene Zapfenreibung Z. Diese Kraft kann von 
dem Seile nur durch die Seilreibung auf die Bolle 

Übertragen werden, oder es ist K — Q = — fd. Daraus entsteht 




1 + 



fd 



>-/? 



Zur Vereinfachung moltipliciren wir in Zähler und Nenner mit dem 
Zähler, erhalten 

und vemachlSssigen nun den kleinen Werth I ^ ) gegen die Ein- 
heit, so dass genau genug 

Man kann auch schreiben Ä" ==■ Q + Z, wo 



die auf den Rollenumfang bezogene Zapfenreibung, d. b. man kann 
(nach A. Bitter, Lehrbuch der technischen Mechanik, 2. AulL, S. 365) 
die Sache so ansehen, als ob zu der Kraft K^ = Q, die bei einer 
ideellen Bolle hinreichen wQrde, noch der Betrag Z hinzutreten muss. 
Ausser der Zapfenreibung muss aber auch noch der Seil- 
biegungswiderstand berücksichtigt werden. Wir haben bisher 
ein Seil angenommen, dessen Richtung stets mit der Bichtung seiner 
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Pig. 297. 



Spannkraft fibereinstimmt, welche daher zu beiden Seiten der Bolle 

sich TJ^llig tangential an diese legt Wird aber ein wirkliches Seil 

aus der geraden Form in eine Krümmung 

fibergefShrt (Fig. 297), so müssen w^en der 

Längenverschiedenbeit am inneren und äusseren 

Umfange die einzelnen Fasern, aus denen das 

Seil besteht, sich gegen einander verschieben, 

und dieser Verschiebung setet sich ein Widerstand en^egen. Auch 

beim Übergange aus dem gekrümmten Zustande in den geraden 

ergeben sich die gleichen Widerstände. 

Soll nun an der linken Seite der Bolle die Last Q aufgewunden 
werden, so geht das Seil nicht plötzlich aus der geraden Tangente 
in die Krümmung 1 : r über, sondern es rertbeüt diese Krümmungs- 
änderung auf eine gewisse Länge, und die Folge davon ist, dass 
die Mittellinie des unteren Theils des Seiles um eine gewisse 
Grösse e von der Tangente nach aussen 
abweicht (Fig. 298). Auf der Ablauf- 
seito erfolgt der Übergang aus der 
Krümmung 1 : r in die Krümmung Null 
ebenfalls allmählich mittels einer Gegen- 
krfimmung, und es folgt daraus eine 
Abweichung der Kraft K von der 
Tangente um die Grösse «j nach innen. 
Die ßiegungswiderstände haben dann 
dieselbe Einwirkung auf die Drehung 
der Bolle, als ob die Last Q an dem 
grösseren Hebelarm r + e, die treibende 
Kraft K aber an dem kleineren Hebelarm r — «, angreift, wobei 
man die Abstände e und ei gleich annehmen darf, daher wird 
K{r — e) = Q(r + e) oder 



Pig. 398. 




wofür man, weil e : 
(vergl. S. 239) 



■ wieder ein kleiner Werth ist, schreiben kann 
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Kennt man Q-2e:r = B den anf den Rollenumfang bezogenen 
BiGgongswideratand, so kann man den Einfluas dieses Umstandes 
wieder so auffassen, als ob za Kff = Q wegen der unvoUkommenen 
Biegsamkeit noch der Betn^ B anzutreten mosa. 

Die GrOsse e in Metern ist von der Dicke nnd Beschaffenheit 
des Seiles abhängig. Nach Versuchen Ist für Han&eile ron der 
Dicke d (in Metern) 

3) e = ßfid^, oder B=Q^^. 

Werden nun durch die Wirkung der Zugkraft K bei gleich- 
fSrmiger Drehung der Bolle Zapfenreibung und Biegmigsviderstand 
zugleich fiberwunden, so kann man 

4) K=Q+ Z+ B'=Qn+/^ + ^^] setzen, oder 

5) K^Qw, 

wenn ur=l+/- + — ist; w heisst dann die Widerstands- 
Ziffer für Seilrollen. 

Ist die Seildicke J = 0,(b", der BoUenbalbtneaser __ ' 

r ^ 0,M"i, der Zapfendurchmesser d = O,«",/^ 0,i», 

Die Zapfesreibmig vet^^eaert also die erforderliche 
Zi^r&ft nm i */«, der Biegongswiderstimd nm C"/«; 
der Abstand der Seilmitte von der Tangente beträgt 
« ^ 6,t ■ 0,0004 = 0,ooM ™ = 2,1 n™. 

Vm eine Last von 100)% mittels einer solchen Bolle und nnes solchen 
Seiles gleichmässig emporznziehen, ist eine Eiaft Jr=110^ erfordeäich 
(Fig. 299). Beim Hinablassen der Last rertanachen Q und K ihre Bollen; 
das YerhfiltniB beider bleibt aber w, daher wird dann 
£-= e:«'= 100 : 1,1 = 90,1*«. 

Bei einem Qber eine Bolle gefElhrten Seil ist die Spannkraft 
in dem sich abwickelnden Seilstficke die grossere; das Verhältnis 
beider Spannkräfte beträgt stets w. 

Streng genommen muss far jede gegebene Rolle mit Seil der 
Ausdruck w besonders berechnet werden. Da die Verhältnisse 
zwischen d, r and d aber meist nicht sehr schwanken, wollen wir 
ftü* fernere Beispiele mit Seilrollen w == I,i wählen. 

Kecli, Kechuük. 16 
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Lose Rolle. Bei der sog. losen Bolle ist die Drehachse nicht 
fest gelagert; vielmehr ist das eine Ende des Seiles bei A (Pig. 300) 
befestigt; an dem anderen wird bei B gezogen, 
und die Last hSjigt an der Achse der Rolle. 
Beim gleichm^sigen Änfwärtsziehen er^hrt die 
£olle eine aufwärts gerichtete Verschiebung mit 
der Geschwindigkeit c, welche sich mit der 
Umfangsgeschwindigkeit ra> im Punkte C der- 
artig vereinigt, dass dort die Geschwindigkeit 
Null entsteht Denn das Seil AG ruht, und 
da es auf der Bolle nicht gleitet, so muss auch 
der Punkt C der Bolle die Geschwindigkeit 
Null haben. Mithin ist c = ro). An der rechten 
Seite der Bolle addiren sich c und rtii zu der 
Geschwindigkeit ir = c + rw = 2 c, mit welcher der Punkt B des 
Seiles sich aufwärts bewegen muss. Die lose Bolle wälzt sich an 
dem Seile AG empor; die Bew^ung ist eine Bollbewegong, bei 
der die einzelnen Punkte der Bolle Cykloiden beschreiben. 

Das Verhältnis der Spannkräfte des Seiles maas wieder w 
betragen; ist also rechts im ablaufenden StOcke die Spannkraft K, 
so muss sie links K:v> sein. Nach S. 219 mflssen auch bei dieser 
zusammengesetzten Bewegung die Kräfte K und K:w der Last Q 
das Gleichgewicht halten. Mitbin wird 

Ö = -K'(i + -) = .ff (I + 0,91) = 1,91 ä:. 

Für eine ideelle Bolle ohne Widerstände ist w = \, mithin 
Q = 2Ä'o. Der Wirkungsgrad ist, weil v = 2c: 

^ Kv 2K 2K K 



- = 0^»s. 



FtascbenzDg. Ein Achsgestell mit einer oder mehreren Bollen 
heisst Elobenzeug oder kurzweg Kloben — auch eine Flasche (weil 
früher die Form der Kloben mit einer Flasche einige Ähnlichkeit 
hatte). Ans einer durch ein umgeschlungenes Seil oder Kette her- 
gestellten Verbindung von festen und losen Kloben besteht der 
Flaschenzng. Sind mehrere Bollen in einem Kloben angeordnet, so 
bringt man diese jetzt meistens auf dieselbe Achse. In der Fig.301 sind 
aber der Deutlichkeit wegen die Bollen unter einander gezeichnet 
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Die in Wirklichkeit gleichen Bollen zeigen hier etwas verscMedeiie 
OrSsse. Die Zahl der Rollen in jedem Klohen beträgt in der 
Zeichnung 2, allgeinein sei sie n. Der obere Kloben ist in den 
Deckbalken befestigt, an dem unteren Kloben hängt 
die Last Q. Flg. 301. 

Beim Aufwinden drehen sich (Fig. 301) sämint- 
liehe Bollen links herum. Die bei B angreifende Kraft 
sei K, dann ist die Spannkraft in dem rechtsseitigen i 
Seilstflcke K:w, sie Termindert sich nach dem Über- '\ 
gange fiber die Rollen schrittweise auf K: w', K: «?' ' 
und K: w*. Das Verhältnis w : c ist offenbar gleich 
der Zahl der SeilstQcke, an denen der untere Kloben K 

hängt, also 4 oder allgemein 2n. Die Seile werden 
als sämmtlich lothrecht angenommen, da die geringen 
Abweichungen keine Bedeutung haben. Rflckt die 
Last um c aufwärts, so verkürzen sich die Seilstücke 
je um c, zusammen also um 4e bezw. 2nc. Die 
gleiche Länge v = 4c bezw. v = 2n<; muss daher 
bei B abwärts gezogen sein. Macht man durch 
einen Schnitt zwischen beiden Kloben den unteren '^ 

frei, so verlangt dessen Gleichgewicht, dass die Last 
Q gleich der Samme der Kräfte der dnrchschnitteDen 
Seile. Ohne Widerstände wären die Seilkräfte durchweg Kq, daher 
Q = iKf) bezw. = 2nKQ, mithin ist wieder v. c = Q: Kö- 
ln Wirklichkeit ist 



Beispiel: Es i 



Im ereten Falle werden 79"/* der anfgeweDdeten Arbeit n&tilicti verwerthet, 
im Eweiten niu 67 */t, während 21 bezw. 33 */t verloren geheiL Hit wachsender 



1 


-i. 


+ i)-5('^ + '"' + 


«-+1) 


K 


tt« — 
w— 1 


- und ebenso allgemein 




«2 = 


K 


■ —; mithin 






Qe 


«-»"-1 




Tj = 


2„.^»»{„,_1)- 




9i Wieder w ■ 


= 1,1, dann wird 




«r 


■ = 2: 


e=3,.<Ji:, 5 = 0,7., 
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Fig. 302. 



Bolleniahl nimmt also der Witknngsgr&d ab. Ea ist daher besser, eine schwere 
Last BD 3 FUscheozOgen in je 4 Bollen anfznwinden, als an I Fiascbeninge 
mit 8 ßoUen. 

Für das Hinablassen der Last ist durchweg w mit 1 : u zu Teitanechen. 

DiffereDE-FIasclienziig. Der Differenz-Flaschenzng (Fig. 302) 
gestattet, mit nur 3 Rollen ein bedeatendes Übenetzangaverhältnis 
v.cza etreicben. Die beiden Bollen des oberen 
Klobens bilden zosammen ein StQck, haben daber 
gleichen Drebangswinkel. Statt eines Seiles dient 
eine Kette. Wird bei B eine Kettenlänge v ab- 
wärts gezogen, so findet bei € ein Anfw&rtsirinden 
nm V, bei D ein Abwftrtswinden am vr:R, also 
msammen eine Verkfirznng der Kette zwischen 

beiden Kloben am v 1 1 — ^ 1 statt; da sich diese 

anf 2 Stflcke vertheilt, so hebt sich der untere 



2_ 



Der Name des Flaschenzages ^klärt sich daraus, 

dass das Heben in Folge der Differenz zwischen Aafwinden and 

Abwinden za Stande kommt 

Ohne Widerstände wärde in jedem Kettenstäcke des nnteren 
Klobens eine Kraft '/^ Q berrschen; dann ergiebt (wenn -Ä'q die 
ideelle Triebkraft) die Momentengleichang des oberen Klobens 
= Ä:oi2+ i/a«»-— i/sQ-B oder ÄoÄ= V» Ö(-ß — '■), a.b. 
10) Q : -ffo = 2 : (1 — r : Ä) = w : c. 

Macht man z.B. r:iJ= 14: 15, so wird Q,: Ko = v:c=W. 

An der linken Seite der kleineren Rolle des oberen 
Klobens ist die Kette ohne Spannkraft, während anf der ^'S- ^'^^- 
rechten Seite eine Spannkraft = '/^Q herrscht; ebenso ist 
der Unterschied der Spannkräfte der grossen KoUe ein so 
erheblicher, daas die Seilreibang nicht genfigen würde, am 
ein Gleiten zn Terhindern, Aus diesem Grande bat man 
statt des Seiles eine Kette gewählt, die zwischen zabnartige 
seitliche VorsprOnge der oberen RoUenkSrper (Fig. 303) eingreift und 




Fig. 303. 

II 
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dadurch ein Gleiten nnaiSglicb macht. Eine solche Kette hat nar 



Fig. 304. 



geringe Steifigkeit, weshalb man die Widerstands- 
ziffer der EettenioUe zn w = 1^ anDehmen kann. 
Betrachtet man die Verhältnisse annäherungs- 
weise so, als ob der Widerstand ganz allein von 
der Zapfenreibnng gebildet würde, so wäre nach 
Gleichung 4, S. 241 
11) „=1+/^. 

An der unteren Rolle wirken Eettenkräfle S 
und Sw (Fig. 304), and es ist 

Q=S{1 + w). 
An der oberen Bolle tritt ein Zapfendruck auf, 
der annähernd gleich Q, äa. K nur ziemlich klein 
ist Dadurch entsteht ein Zapfenreibungsmoment 
Vs Q/d. Die Momentengleichang t&T den oberen BoUenkSrper lautet: 
= KB + 8r~~ SwB — '/zQfd. 




Daraus wird 



18) 



Es ist aber w -\ 



1 + 



+ Q/: 



d 



weil /^ — !»— 1 (61. 11), 

r^ tu'— 1 
B^ 2 

_«/'— 2w+l 

2 



oder, 



' E 

1 + • 



'- = »ä_ '- 



(■»-D' 



zu schreiben. 



Da nnn w^ = l.os*= l,i, (w — 1)' aber nur = 0.(wis, BO ist 
^ — gegen w^ za vemachlftasigen, daber annähernd 

Für gleichmässiges Hinablassen ist u> durch 1 : «> zn ersetzen; 
es wird dann an Stelle van K die Kraft K^ n{}thig mit 

J_W Bl 



13) 



14) 



K,~- 
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Da nnn 1 : w^ ein ecbter Brach and riM ebenfalls, so konnte 
man r : M beispielsweise = 1 : w^ wfthlen. Dann wird Kj = 0, 
d. h. die Last geht gleichnaassig abwärts, ohne dass eine hemmende 
Kraft Kl nOtbig ist, oder die Last Q wird darcb die Widerstände 



eben im Gleichgewichte gehalten. 
{r: B = 1: w^) wird fflr Aufwinden 



unter diesen Verhältnissen 



ohne Widerstände aber 



Ko = Q- 



0,1 ■ 2,« 



0^1, also (in Über- 



mithin ist der Wirkungsgrad tj = - 

einstimmung mit S. 216) nahezu gleich 'A* 

Soll der Flaschenzng sich aber mit Sicherheit bremsen, so 
mass-recbnmigsmässig A^ ■< 0, d.h. liar' <ir: ß, oder 
15) »■: Ä> 1 : w* sein. 

Diese Eigenschaft der Selbstsperrung wird bei dem Differenz- 
Flaschenzuge gewfinscht. Weil nun ein negativer Zog Ki an der 



Kette nicht ausgeQbt werden kann, so mnss die 
Drehung linkshemm durch einen Zug Ky an dem 
bisher nicht benutzten Kettenstflcke bewirkt werden 
(Fig. 305). Da der Zapfendruck am oberen Zapfen 
wieder annähernd Q betrat, das Reibnngsmoment 
daher ^/Vsf^i so lautet die Momentengleichnng 
der oberen Bolle 

Kjr f SR = Swr'+q/'/id. 
Wegen des geringen Unterschiedes zwischen r und 
S kann aber fd = (w — 1)Ä (Gl. 12) annähernd 
auch = (w — l)r gesetzt werden, so dass 



Rg. 305. 



.s«.- 



oder, weil wieder Q = 

j. «_ 



+ Q^~^ wird. 
5(1+«.) 



v) + t(- 
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^2^1 (y) })7 

Es ist aber wieder w -\ ^ — = w' — -^ — 5— ^ oder annähernd 

= w*, mithin 

was für w* > Ä : r (Gl. 15) positiv wird. 

Bcispi«!: PQr w = 1,m ist «,* — l,i, 1 : u' = 0,>w. Wählt iueid nan 
r ; Ä = 14 : 15, so ist p = 0,m > 0,»», d. h, die Bedingung (15) der 
Selbatuperrang etflUlt Es ist ferner (nach Gl. 10) v : e ^ 30 = Q : ATg. FQr 
du Aufwinden wird {nach Gl. 13) ^= "^ 0'' " j^) = -jf;- D» nun 

Äo= ^, 80 ist 12,1 

30 , = ^ = 0,«. 

Zum Hinabwinden ist die Kraft Ä"j = - — (l,i — — J ^ — aufzuwenden. 

Also mit Aufwand von JT = 10 *K kann man Q = 121 ^e heben, während zum 
Hinahwinden Ä", =^ 1,7 k« hinreicht. 

Der Differenz -FlBBchenzug ist olfenbar keine Tortheilhafte Aufzugsmaschine, 
da sein Wirknngegrad nur 0,4 beträgt Angenehm sind aber seine Einfachheit 
nnd die Bequemlichkeit der Handhabung. Beim Einspannen einer schweren 
Achse in eine Drehbank oder beim Versetzen eines schweren Steines ist die 
Selbatepemmg sehr werthToll. Der ihn handhabende Arbeiter braucht ihn 
nicht vorsichtig festzuhalten, sondern kann seine volle Anftnerkaamkeit auf die 
genane Einstellung der Last richten, indem er durch Ziehen an der einen oder 
anderen Kette die Last bald hebt, bald senkt, wie es erwünscht iat. 

12. Rollwiderstand der Walzen und Räder. Gleichmässige 
Rewegung der Fuhrwerke. 

Wird eine starre cylindrische Walze auf eine starre wagerechte 
Ebene gelegt, so findet die Berühmng längs einer Cylinderseite statt 
(Fig. 306). Das Gewicht Q der Walze wird von p. „.„ 

dem Widerstände iV der Ebene aufgehoben, und 
versetzt man die Walze in eine Rollbewegung, 
wobei die Geschwindigkeit c dea Mittelpunktes O 
gleich der Umfangsgeschwindigkeit r ui der Dreh- 
bewegong ist, so ist an der Berübrungsstelle A 
die Gesammtgesch windigkeit i> => c — rtu = Null, 
d. h. es findet kein Gleiten statt, and da die 
sonstigen Kräfte Q und N sich aufheben, so kommt keine Beibang 
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zur Wirkung. Daher sind die Bedingungen der gleichmässigen 
Drebbevegnng nnd der gleichmässigen Verschiebung, mithin auch der 
gleichmässigen fiollbewegung erfüllt, d. h. es ist bei vollkommener 
Starrheit znr Unterhattang der Rollbevegang keine weitere Kraft 
erforderlich. 

Bei den wirklichen festen Körpern kann aber der Druck N 
nicht von einer Linie aufgenommen werden, sondern er vertbeilt 
sich anf eine Fläche, indem sowohl die Walze wie die Unt«-lage 
ihre Form ändern, sich gegenseitig zasammendrücken. Diejenigen 
Theile der Bahn, welche die Walze schon Überrollt hat, kehren 
in den meisten Fällen nicht ganz in den frfiheren Zustand zurück; 
sie sind am ein gewisses M^s dauernd niedergewalzt In Folge 



Kg- 307. 




dessen H^ der vor der Walze befindliche Theil 
der Unterlage hoher als der andere; der Druck 
JV rertheilt sich nicht gleichmässig zu beiden 
Seiten der Walzenmitte, vielmehr überwiegt der 
Gegendruck auf der Vorderseite. Dadurch ver- 
schiebt sich dann der Oesammtdruck JV nach 
vom, sodass er nicht mehr mit Q, zusammen&llt, 
sondern mit Q ein Kräftepaar Ne bildet, das 
Homenf des Rollwiderstandes. Zur Unterhaltung der gleich- 
mässigen Bollbewegung ist daher ein treibendes Moment 
1) m = Ne erforderlich. 

Zar Bemtheilmig der Verthellimg des Drnckes JV »af die ünterstützungs- 
fläche d&rf man wohl &a die meisten Fälle die vereinfachende Annahine machen, 
dasB noi die Unterlage eine Formändenmg erfahrt, w&hreud die Walze ihre 
runde Form behält Zuerst werde der Fall be- 
trachtet, dasa der von der Walze niedergedrückte 
Tbeil der TTnterlage sich gar nicht wieder elastisch 
hinter ihr hebt, sondern niedergedrückt verhleibt 
(Fig. 308), wie es hei einem thouigeu oder sandigen 
Wege etwa stattfinden wird. Den Gegendntck 
solchet Stoffe pflegt man mit der Eindrücknngsläefe 
y verhältnisg^eich zn nehmen. Ist ip der Gegendruck 
der Längeneinheit der Horizontalprojektion für eine 
Tiefe gleich Eina, so hat er bei der Tiefe y den 
Werth <liy, nnd es iat dann der Gegendmet einer 
Breite dx: ipydx und der gesammte Dmck 

N = i!>^ydx = <p ■ ABC. 
SelhstveiBtfindlich geht dann anch A' dnrch den Schwerpunkt der Fläche Ä BC. 



Fig. 308. 
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Weil nun .liü in den mchtigeien FUllen ein kleiner Bogen, so kann er 
umShemd als ein Parabelstfick Tom Parameter r (= dem HalbmeMer des 
KollkiaiBeG) betrachtet werden. Dum wird,~ wenn b und ( die beiden Pro- 
jektionen von AB, 6' = -2 1-(, ( = fc" : (-2 r) und 



2) 



N=ifi- '/»*< 






Der Abstand * der Kraft N v. 
3) t = 



a dem Mittelpunkte ist (S. 134) 



Ist die Unterlage aber nicbt so vollkommen bildsam oder plastjech, doss 
jeder eneagte Eindnck in voller Grösse bleibt-, kann vielmehr ein gewisser 
Grad von Slasticität voransgesetit weiden, so 
hebt sich die im die Tiefe t, ebgedrückte Fig. 309. 

Unterlage hinter der Walze um L, wieder 
empor (Fig. 309) und leistet dann entsprechende 
Gegendrficke. 

Dann wird der Drnck anf der Vorderseite 



der anf der Rückseite 



■-^/»,'-"^_ 



3i\'ir 



h* 



_ 3A> 




4) 

so ist ■ 



6) 



Setzt man b, ^ nt;, 
a dem Grade der Elasticit£t der Unteiiage abhängig. Dann kann 
rtfi»*-^ schreiben. Somit wird der Gesammtdmck 



N = Ni+N,=-^ 



!- (1 + »') nnd 






Die Abstände der Kräfte JV, und If^ tod dem Mittelpunkte betragen 
e^ = ^:»b,■, t.. = */»h==*f»nb,. Für die Mittelkraft K gUt dann die 
Momentengleichnng in Bezug auf 

— JV<= — A^i«! + JVj(g = — */»biiN, — «A'J, 
daher wird, wenn man den gemeinschaftlichen F^toi V' •/• '■ r in allen Gliedern 
fortläast. 



:»/•*, 



7) 



Für n = entsteht wieder der Werth dei Gl. 3. 



1 — n' _ , -]/ 3 A'r 1 — n' 
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Hiemach ist t in verwickelter Weise von tfi nnd n, d. h. von der 
BeschaffeDheit der Unterlage, oder, weil die ZuBamraendröcIrang in Wirklichkeit 
eine gegenseitige ist, von den Stoffen der Walze und der Unterlf^e abhängig, 
anBserdem aber anch von der Grösse des Druckes N und von dem Halbmesser 
r des BoUkreiaee. Hat man aber e für einen Werth von A^ und r dnrch 
unmittelbare HesBoiig oder auf mittelbarem Wege gefunden, so bringt ein© 
Ändernng von N oder von r nur geringe Andenmg von # hervor, da Nr schon 
auf das Ächtfache wachsen muss, wenn « sich verdopp^ soll Daher zieht 
man es vor, für eine Ornppe praktisch wichtiger Fülle hei Hittelwerthen von 
y und r die Grösse a ein Mal zu bestimmen ond diese Länge e dann fOr 
andere ähnliche Fälle innerhalb gewisser Grenzen unverändert beizubehalten. 

Die ErmittelnDg der Grösse e kann durch Versuche in ähn- 
licher Weise erfolgen , wie man die BeibungszifFer mittels der 
schiefen Ebene (S. 192) feststellt Giebt man der Rollbahn eine 
veränderliche Neigung, legt die Walze auf und stellt durch Versuche 
denjenigen Neigungswinkel ö der Bahn p. ^j- 

fest, bei welchem sich eine gleichmässige 
Eollbewegung der Walze erhält, so lässt 
sich mittels dieses ßoUwinkels ^ die 
Grösse e berechnen (Fig. 310). 

Das Gewicht Q der Walze zerlegt 
sich in Q sin Ö und Qcmd. Der Druck 
N der Bahn geht um « an O vorbei. 
Ausserdem tritt nun noch die Eeibung T an der Bahn auf^ Diese 
4 Kräfte müssen den Qewichtabedingungen genügen, daher 

,V= Qcosd; 7= Qsinö. 
Die beiden auftretenden Kräftepaare müssen sich aufheben, daher 

Qcos& e = Qsin^ r oder e = /■ tg ö, 
wofür man w^en der Kleinheit des Winkels ö auch 
8) e = rö 

schreiben kann. 

Für Walzen and Bahn ans nicht sehr hartem 

Holze ist etwa e = Ofioi °, 

bei sehr hartem Holze e = 0,ooos ", 

bei Eisenbahnwagen-Rädern auf Schienen . e = 0,ooos " . 
Danach beträgt der Rollwinkel im letzteren Falle, wenn r — 0,s ", 
^ = Ofim : Ofi = 0,001 = I : 1000, d. h. auf einem Gefölle von 
1 : 1000 kann eine Eisenbahnwagenachse durch ihr Gewicht gleich- 
massig rollen. 
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Nach den Torsteheaden Betrachtun^n würdu der Bollwiderstand ver- 
BChnisdeD, wenn die zneammendrückbare Fahrbahn eehi elastisch, annShenid 
n = 1 wäre, indem dann t ^ Null entsteht. Hau könnte glanben, das« eine 
Eaakachnkplatte oder anch eine Unterl^e von Stahl in solchem Mafse elastisch 
wäre, dass dafOi nahezu 0=1 geeetst werden müsste. Damit steht non 
freilich die Eifahrnng im WiderBpmche, denn hei dem Bollen einer eisernen 
Walze auf einer Kaukachakplatte zeigt aich ein ziemlich erheblicher Widerstand, 
oder es ist eine ziemlich erhebliche Neigung ß erforderlich, damit ein gleich- 
m&BsigeB Bellen auf schiefer Ebene stattflndea kann. 

Diese Eracheinnng erklBrt aich in folgendet Weise. Wenn anch die Bahn 
von Kantfichnk bezw. Ton Stahl so elastisch ist, dass nach einiger Zelt keine 
Spur des Hinüberrollens mehr bemerkt wird, so erfolgt die Rückkehr in die 
urspraDgliche Form niemBla sofort, aie erfordert vielmehr immer eine gewisse 
Zeit. Daher wird die Oberfläche der Fahrbahn dicht hinter der Walze immer 
etwas tiefer liegen als vor derselben nnd erst später, wenn die Walze aich von 
der Stelle entfernt hat, zur ursprünglichen Höhe zurückkehren. 

Anch ist die Bollbewegong nach Versnchen von I^of Osbome Beynolds 
im Jahre 1875 (Philosophical transactions, Bd. 166; Zeitschrift des Vereins 
(i Gleiten verbunden. Die 



Fig. 311. 




dentecher Ingenieure 1877, S. 417) stets mit e 
Strecke i, welche eine eiserne Walze vom 
Halbmesser r anf einer Kaukschukplatte bei 
einer Umdrehnng zurücklegt, zeigt sich kleiner 
als der Umfangsweg '2r TT. Hit dem Zusammen- 
drücken der Kaotfichukplatte ist vor nnd hinter 
der Zusammendrückung eine wulstartige Er- 
hebung verbunden (Fig. 311). In der Nähe 
des Punktes Ä wird vielleicht kein Gleiten 
stattfinden, wohl aber zn beiden Seiten; 
aus dem Gleiten entstehen dann Beibungs- 
widerstinde T nnd 7*,, die ein Widerstands- 
moment liefern. Hiemach darf anch für elastische Bahnen die Formel 1 (S. 248) 
ffir den Bollwiderstand beibehalten werden, so lange eine bessere nicht ge- 
funden ist 

Wird eine Last Qi auf Walzen vom Oesammtgewichte Q fort- 
geschoben, so tritt nnten wie oben an den 
Walzen ein Rollwiderstand anf; die erforder- 
liche Kraft ist dann 
9) K = {Q,e+(Q + Q,)e,]:i2r); 
denn die Kraft K QbertrSgt sich darch Beibnng 
anf die oberen Theile der Walzen nnd bildet 
mit den nnten an den Walzen anftretenden 
Beibnngswiderständen ein Kräftepaar vom Hebelarme 2 r 
Bind die Arme der Kollwiderstftnde oben bezw. nuteni 



Fig. 312. 
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Sind alle in Frage Lommenden Theile aus 
= 1000 k», = 50 *B, r = 0,1 '- , Bo wird 


sehr hartem Holze, 


1000 ■ 0,tK»» + 1050 . 0,0001 


= 5,1»». 




HierauB erkennt man die Zweckmäaeigkeit der Wallen lam FortBclrnffon 

schwerer EQrper (eiserner oder steinerner Bautheile). 

Bei den Fuhrwerken nun ist di» Last des Wagenkastens 
mittfils Achslt^er auf die Achsen der Räder gestützt, und da 
der Wagenkasten wobl an der Verschiebung, nicht aber an der 
Drehung der Walze theilnimmt, so findet an den Zapfen vom 
Darcbmesser d eine Zapfenreibnng statt. Wir wollen zunächst eine 
einzige Wagenacbae von dem Gewichte Q betrachten 
und an ihr eine Last Q, aufgehängt denken (Fig. 3)3). ^K- ^^^' 

(Das Geh&nge stellt sich dann wegen des Zapfen- 
reibungsmoments Vä/Qi d etwas schief). Der 
Bodendruck beträgt Q + Qj, daher das Moment 
des Rollwiderstandes (Q 4 Qi)e. Die Zugkraft K 
auf wagerechter Ebene veranlasst, dass der Zapfen- 
druck etwas grösser wird, doch hat dieser Umstand 
keine Bedeutung. An der Fahrbahn entsteht eine 
BeiboDg T, welche mit K das treibende Kräftepaar liefert: es ist 
dann mit B als Radbalbmesaer: 

KB =■ ViQJd + iQ + Qi)e, so dass 

Diese Formel bleibt auch gQltig, wenn die Last des Wagen- 
kastens Qi auf mehrere Achsen vom Gesammtgewichte Q vertheilt 
ist. Genauer bedeutet Q das Gewicht der rollenden, Qi das der 
der nnr fortschreitenden Theile. Bei gewöhnlichen Strassenfuhr- 
werken bezieht sich Q nur auf die Räder, während die Achsen zu 
Qi gehören; bei den gewöhnlichen Eisenbahnfnhrwerken dagegen ist 
die Achse mit den Rädern fest verbunden, so dass Q das Gewicht 
der Adisen und Räder bedeutet. 

Nach Gl. 10 steht die erforderliche Zugkraft K im umge- 
kehrten Verhältnisse zu dem Radhalbmesser R; zur Verminderang 
von K muss man daher J? so gross machen, wie i 
Umstände un4 Backsichten gestatten. 
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Be]>])i«l; An einem zweiachsigen Eisenbahnwagen wiegen die beiden 
Achsen mit den Bädern = ^000^^, die übrigen Theile nehst der Last 
Ci = 8000 kg; der Eadhalhmosser sei ff = 0,1"", der Zapfendnrchmeaser 
^^=0,1", die Eeibnngsziffer /^ 0,1», die Grösse < ^ OiOTM»", dann iet die 
auf wagerecliter gerader Bahn erforderliche Zagkraft 

ir= 135»^^ + .0000 . 2;^ _ 16 + 10 - 26 ... 

wovon 16 ^f durch Zapfenreibung, ID ^ durch Rollwiderstand erfttrdert werden. 

Soll das Fabrwerk gleichmässig eine Steigung Dtiter dem 
Winkel a hinan gezogen werden, so bleibt der ganze Zapfendrack 
= Qi , der Normalwiderstand N b6b%t 
aber nur (d + Q) cob a; doch ist cos a Fig. 3U. 

bei allen Bahnen und Wegen, die frei 
(ohne Seil oder Zahnstange) befahren 
werden, von der Einheit so wenig ver- 
schieden, dass Zapfenreibung + BoU- 
widerstand wiederum = K gesetzt 

werden künnen. Es tritt aber nun noch die schr^ abwärts gerichtete 
Seitenkraft der Schwere ©sina und Q, sin o auf, die beide von 
Kl mit überwanden werden mOssen. Daher ist die jetzt erforder- 
liche Zugkraft 

11) Kl =iQ + Qi)sma + K, 

worin aber a statt sin a geschrieben werden kann. 

Diese Kräfte K und Ki müssten nach dem bisherigen (Fig. 313) 
eigentlich an den Mittellinien der Achsen angreifen. Bringt man 
sie aber in beliebiger HCbe an dem Fuhrwerke an, so wird durch 
diese Verschiebung nar die Vertheilung der Last Q, auf die beiden 
Achsen etwas geändert, im Übrigen bleibt die Wirkung die gleiche^ 

Bewegt sich das Fuhrwerk gleicbmässig abwärts und wird 
auf dasselbe (etwa mittels eines Seiles) 
eine hemmende Kraft K^ ausge&bt, so ^g- 315- 

ist (Q + Qi) a — Kj die gesammte 
treibende Kraft P mit dem Sinne ab- 
wärts (Fig. 315). Die Neigung a hat 
einen gewissen Einfloss auf die Ver- 
theilung der Last Q, auf die beiden 

Achsen; davon abgesehen, kann man sich aber die gesammte Kraft 
_P in der Achsenmitte angreifend denken. An den Berührungsstellen 
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der Bäder mit der Bahn tritt eine gesammte Beibang T=P auf 
und bildet mit P das Kräftepaar PB zur Überwindung der Wider- 
Btandsmomente V» ÖiZ-^ + W + öi)«. and da letztere Summe 
= KR (GL 10), so ist 

(« + e,)a-Ar2 = JiT, 
oder die erforderliche Hemmkraft 
12) Ä'j = (^ + «,)a — Ä'. 

Für ein gewisses GeßUverhältnis a = «d reicht {Q, + öi)ao 
gerade zur Überwindung der Widerstände hin, so dass die erforder- 
liche Hemmkraft £"2 = wird. Dieses QeföUe heisst die Gleich- 
gewichtsneigung Oq, u.zw. ist 

Zugleich ist dann aber auch 

14) ^=(0+0,)ao, 

d. h. die auf wagerechter Ebene erforderliche Zug- 
kraft K gleich dem Gesammtgewichte (Q,-\- Q,) mal der 
Gleichgewichtsneigung o^. 

Durch Vorrichtungen zur Messung der Zugkraft oder durch 
Ermittelung der Gleichgewichtsneigung kann die f&r einen W^en 
erforderliche Zugkraft K ziemlich scharf gemessen werden; von 
den beiden Widerständen, aber, die von K überwunden werden, 
kann man nur die Zapfenreibung einigermasseo befriedigend be- 
rechnen, während der Betrag des Bollniderstandes bisher nur sehr 
unvollkommen berechnet werden kann, wie aus den Bemerkungen auf 
S. 251 ersichtlich ist. Man zieht es deshalb vor, nur den Gesammt- 
widerstand K durch Versuche eingehender zu prüfen und K in 
ein Verhältnis zu dem Gesammtgewichte ö + Qi des Fuhrwerks 
zu bringen, trotzdem nach Gl. 10 der Werth K nicht genau ver- 
hältnisgleich mit Q + Qi ist. Diese Verhältniszahl ist nach Gl. 14 
aber die Gleichgewicbtsneigung Og. Mit deren Einführung wird 
dann auf einer Steigung a nach Gl. 11 

15) Ä, = (0 + 0,)(a+ao), 
auf einem Gefälle a nach Gl. 12 die Haltkrafk 

16) Äj = (0 + 0.) («-«<,) • 

Auf Grund dieser Vereinfachungen bekommt nun die Gleich- 
gewicbtsneigung a^ eine ähnliche Bedeutung, wie sie der Beibungs- 
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Winkel ^ bei gleitender Bewegnng hiL. Da bei fafarwerken Og 
stets ein kleiner Brach, bo ist sin Og = »„ = tg Qq sa setzen, ebenso 
wie bei kleinem Beibnngswinkel sin ^ = fp = igv ^ / gesetzt 
werden konnte. Die Gleicbgewicbtsneigung Qq ist zugleich die 
Widerstandsziffer des Fahrwerbs, welciie man nur mit dessen 
Gewicht zu multipliciren braucht, um den Gesammtwiderstand auf 
w^erechter Bahn zu erbalten. Man braucht daher zur Zahlen- 
massigen Berechnung der erforderlichen Zug- oder Haltkräfte Ki 
und K^ auf die rollenden Bäder nnd die damit zusammenhängenden 
Widerstände keine Rücksicht mehr zu nehmen, sondern kann, weil 
diese Widerstände in dem Werthe «o stecken, bei gleichmAsaiger 
Bewegung das Fuhrwerk wie einen Schlitten vom Oesammtgewichte 
Q + Qi auf sehr glatter Bahn mit einer Reibnngsziffer f = a^ 
betrachten. Die Kraft (Q + Qi)ao ist dann stets entg^engesetzt 
der Bewegung, {Q, + QJ a stets abwärts anzubringen. 

Beispiel: Für den EUenUlmwagen auf S. -253 ist K='2fi, Q + Qi 
= 10 000, daher a^ = 0,om» = 1 : 885, woftr mui a„ = O,omi = 1 :,400 zu 
setzen pflegt. Ein Zng aus 40 derartigen Wagen hat ein Gewicht Q + Qi 
== iOOOOOitK. Es ist dafBr auf wagerechter 
Bahn K = 400000 ■ 0,i>wi = 1000 *K. Anf Pig. 31fi. 

einer Steigung « = 1 : 800 ist dann die Zug- 
kraft nöthig (Fig. 316) 

ff, = 400000 ; 800 + 1000 = 1500 tg ; 
Boll der Zng aber auf derselben Rampe abwärts 
fahren, bo wirkt .^00 abwärts, der Widerstand 
^ 1000 ^e aufwfirtä; es ist also noch in der Richtung der Bewegung eine 
Zugkraft 1000 — 500 = 500 1« nöthig. — Für a = a„ ist bei der Abwärts- 
bewegung keine bewegende oder hemmende Kraft erforderlich, d^egen ist bei 
der Aofwärtsbewegung Ä", = (^ + §,) «o + Ä" = -2 JT, d. b. doppelt so 
gross wie anf wagerechter Bahn. — Ist a > Oo, z. B. a =^ l : 200, so 
wird fBr Anfwfirtafahrt K^ = 400000 : 200 + 1000 ^ 3000 *g, fBr Abwärts- 
fahrt eine Hemmkraft (GL Ifi) Ä"; ^ 400000 : 200 — 1000 = 1000 's nöthig. 
Diese wird erzeugt, indem man Bremsbacken oder Bremsklötze mit solcher Kraft 
an die KSder presst, dass dadurch eine Gesammtreibong an den Umfangen 
der Räder im Betrage von K^ entsteht Diese wirkt mit dem Widerstands- 
momente K.^Ji an den Achsen wie eine vielfach Tergrösserte Zapfenreibnng und 
erfordert in ähnlicher Weise wie diese (Fig. 313) ein im Sinne der Drehung 
der Achsen wirkendes Kräftepaar K^R, indem an den Stellen der Berührung 
der Bäder mit den Schienen eine der Bewegung entgegengesetzt wirkende 
Reibnngskraft von der Grösse K^ hervo^emfen wird, welche nach dem Satze 
von der Bewegung des Schwerpunktes (S. 142) anf die Bewegung des Fuhi- 
verkes im Ganzen gerade so einwirkt, als ob sie im Schwerpunkte des 
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Fntirwerks oder in den Achemitten oder irgend no am oberen Tbeile des 
WageokaBteus angriffe. 

In den bisherigen BetrachtongeD and Beispielen sind als Widerstfiqde 
nur Zapfenreibung und Rollwiderstand berücksicbtjgt Dies genügt nar fär 
Bewegung mit geringer Qeschwindigkeit Denn es tritt noch ein Luftwiderstand 
hinzu, der bei IsngBamer Bewegung des Zuges gering, bei schneller Bewegung 
aber sehr bedeutend ist. A^ diesen Widerstand kann hier nicht eingegangen 
werden; es sei nur erwähnt, dass bei schnell fahrenden Personenittgen die 
Widerstandsziffer oder Gleichgewichtsneigung % auf 0,«i steigt, dus also der 
Gesamintwiderstand bei voller Oeechwindigkeit etwa 4 Mal so gross ist wie 
hei langsamer Bewegung. 

Für Strassenfnhrwerke ist die Ziffer Oq erheblich grOsser als für 
Eisenbahnwagen. Einmal sind die Achslager oder Achsbttchsen nicht so voll' 
kommen; namentUch aber ist die Falirbahn eine viel weniger regelmfisuge, 
so dflss der BoUwiderstasd ganz bedeutenden Einflnsa gewinnt Aber auch 
bei dieses Fuhrwerken kaim man nnr den Gesammtwiderstand durch Og aus- 
drücken. Für bestes Steinpflaster ist etwa og ^ 1 : 80 , für gewöhnliche Land- 
strasse a„^l:30. Soll nun auf Landstrassen im Flachlande, wo die 
gewöhnlichen Fuhrwerke nicht mit Bremsen versehen sind, beim Abwfirtefahren 
ein Zurückhalten des Wagens durch die Pferde nicht nüthig sein, so dürfen die 
vorkommenden GeMle nicht stSifcer als die Gleichgewichtsneigung Og sein. 
F&r a'= a^ läuft der Wagen abwärts frei, während die zum Antaärtszieheo 
erforderUche Kraft doppelt so gross ist wie anf der Wagerechten. 

13. Die Schraube. 

Die Schraabenapindel kann man betrachten als bestehend ans 
einem cylindrischen Kerne, am den die Scbraubengänge als nach einer 
Scbranbenlinie gestaltete vorspringende Leisten herumgelegt sind. 
Die Schraubeugänge bilden mit dem Kerne einen festen Kjtrper. Bei 
der Sacbgängigen Schraube hat der Schraubengang rechteckigen 
Querschnitt, bei der 
scharfgängigen Schraube 
ist seine Qnerschnitts- 
form ein gleichschenk- 
liges (nabezn gleich- 
seitiges) Dreieck. Die 
Schraubenmntter ist ein 
fester Körper, der die 
Schranbenspindel mit 
geringem Spielräume nmschliesst 

Wird die Schraubenmutter fesl^balten, so kann die Schranben- 
spindel nur eine sog. Schranbenbewegung ausf&hren, indem mit der 
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Drehung um die Achse der Spindel eine Verschiebung längs der- 
Belben verbunden ist. Verfolgt man einen Schraubengang, an einem 
Punkte A (Fig. 317) beginnend, so weit, bis man hei B eine Stelle 
trifft, die mit A auf einer und derselben Lothrechten li^t, so ist 
der Abstand AB = k die OangbShe der Schraube; dies ist der- 
jenige Weg, um welchen sich die Schraubenspindel während einer 
Umdrehung längs der Achse verschiebt. Befindet sich der Punkt A 
in einem Abstände r von der Achse, so ist die ebene Abwickelung 
der Schraubenlinie von A bis B eine geneigte Gerade mit den 
Projektionen h nnd 2rit, mit einem Neigungsverfaältnisse 
1) tga = A:(-2r;)r). 

Da nun h der fQr alle Theile der Spindel gleiche Verschiebungsweg längs 
der Achse bei einer Umdrehung 
ist, so werden die Schraubenlinien ^S- f^^- 

auf denen sich die verschiedenen 
Punkte der Spindel bewegen, ver- 
schiedene Ansteignngswinkel a 
haben, n. zw. um so kleiner, je 
grösser der Abstand r des Punktes 
von der Achse. 

Flaehgftngige Schraube (Fig. 
318). Auf die Spindel wirke eine 
(etwa abwärts gerichtete) Krafl 
Q in der Kicbtnng der Achse. 
Es soll dasjenige Kräftepaar 
Kl berechnet werden, welches 
die Spindel in gleicbmässige 
Schranbenbewegung versetzt, so 
dass ihre Verschiebung dem 
Sinne der Kraft Q entgegen- 
gesetzt ist. Die Spindel stützt 
sich auf die Gänge der Schrauben- 
mutter, erföhrt von diesen Normal- 
und Beibungswiderstände , die 
sich zu Qesammtwiderständen 
zusammensetzen. Die Wider- 
stände vertheilen sich auf die 
Breite des Schraubenganges, doch machen wir die vereiofachende 
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Yoräuasetzung, dass sie an dem Halbmesser r = '/i (''i + r^i 
angreifend gedacht werden können. An einem Theilchen des 
Scfaraubenganges bei A wirkt ein Normaldrack dN, der gegen die 
Achse der Spindel nm denselben Winkel a geneigt ist, den die 
mittlere Schraubenlinie mit der Qnerachnittäebene der Spindel bildet. 
dN setzt sich mit der Beibung fdN za. dW zusammen, welches von 
(JiVnm den Reibangswinkel <p abweicht, daher mit der Acbsenrichtnng 
der Schraube den Winkel a + ?> bildet, d TV liefert in der Bichtimg 
der Drehachse eine Seiteokraft i^TTcos (o + ^), und die Stimme 
aller dieser Seitenkräfte moss der entgegengesetzten Kraft Q, gleich 
sein, weil die Verschiebung gleichförmig erfolgen soll (s. A. Bitter, 
Technische Mechanik). Da nun a und tp fQr die ganze Erstreckung 
des Schraabenganges dieselben Werthe haben, so ist 

2) e= coi{a-\-<p)XdW. 

Die wagerechten Seitenkräft« von dW sind Krifte d TT sin {a ■\-q>), 
welche im Grundrisse sftmmtlich Tangenten an den Kreis vom 
Halbmesser r bilden. In Bezug auf die Achse der Spindel haben 
sie eine Momentensumme r sin (o + <p) SdW, welches Widerstands- 
moment durch das treibende Eräftepaar Kl überwunden werden 
muss, also 

3) Kl = r sin (a + q>) l'd W. 

Theilt man Öl. 3 durch Gl. '-, .. 

4) Kl = Qrtg{a + (p), 

was sich mit tg ip=/, für die Rechnung bequemer, schreiben ISsst: 

^* ^' = «'*l_/tga- 

FDr gleichmässige Abwflrtsbewegung im Sinne der Kraft Q kehren 
sich die Vorzeichen von q) nnd / um : 

Alle Eräftepaare K^ l, unter deren Einwirkung die Schrauben- 
Spindel im Buhezustande verbleibt, liegen zwischen den ärenzen 
Kl und Kjl. 

Fflr a = <p ist Kil = 0, also Ki=0, d. h. es verhält sich in 
diesem Falle die Spindel ähnlich wie ein KOrper, der auf schiefer 
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Ebene anter einem Neigangswinkel a — q) unter Einwirkung der 
Schwere ohne ErSfte K gleichmässig abwärts gleitet Fflr a :> 9) 
moss der KOrper durch eine aufwärts gerichtete Eraft, die Spindel 
durch das Moment Ky l an beschleunigter Abwärtsbewegung verhindert 
werden, Fflr a<{p moss der KJlrper dnrch eine abwärts gerichtete 
Eraft, die Spindel durch ein Moment ( — K^ l) abwärts bewegt 
werden, da die abwärts treibende Eraft der Schwere oder der Last 
Q geringer ist als die Reibungswiderstände. 

Da die Eraft Q, und das Moment Kl mit den Widerständen 
\d TT] im Gleichgewichte sind und da die Widerstände \d TT] nach 
dem Gesetze der Wechselwirkung entg^engesetzt auf die Schrauben- 
mutter wirken, so flhertragen sich Q, und Kl auf die Schrauben- 
mutter; s<)ll DUD letztere nicht in Bew^ung gerathen, so müssen 
an ihr Widerstände auftreten, welche dem Entg^engesetzten von 
Q, und Kl gleichwertbig sind. 

Der Wirkungsgrad der flachgängigen Schraube ei^eht sich, 

wenn man eine Umdrehung betrachtet, zu i; = - ^ , denn dabei 

wird der Angriffspunkt von Q um A gehoben, die Arbeit des 
Momentes Kl ist aber nach S. 221 gleich dem Momente mal dem 
Drehungswinkel. Da nun A = 2r^tga, so wird mit Gl. 4: 
71 « = Q2rfftga ^ tgo 

' ' Qr lg (a + <p) -2 Ji tg(a + <py 

Beispiel: Es iei/=^ 0,u. Wählt mui nun tga ebenso gross, so wird 



In diesem Falle a ^ f steht die Schreabe an der Grenze der Selbst- 
speiTong; im Zusammenhange damit ist ihr Wirknngsgrad amiähemd 0,t 
(rergL S. 316). Bei den meisten Anwendnngen der Schraube ist Selbstsperrmig 

erwfliiBchti ist Z. B, tga^O.m /^0,ii, so wird tg (a + p) = j—jt ^^r— 

n ■ B9BI 

nnd ij = ' ^ — ■ — = 0,»i. Der Wirkungsgrad der Schraube iat daher nur 
ein geringer. 

Bei kleinen Wertheo von / nnd tga kann /tga gegen 1 vemach- 
liUsigt weiden, so Aaes tg (a + i/>) ^tga + /; dann ergiebt eich einfach 
Kl = Qr{tga+/) und ^ = _^° . Dies ei^ebt z. B. 

fÜr/= t«a = 0,»: )! = 0,ii 
fat/= 0,11, I« = 0,01: )) = 0,sii. 

17» 



.y Google 



260 Zweit« Attheilnng. A. Gleichgewicht starrer Körper. 

Scharfg&nsige Schraabe (Fig. 319). Bei dieser ist der Quer- 
schnitt des Schraubengaßf^s ein gleichschenkliges Dreieck mit dem 
Eantenwinkel Z/S^Sö". Der 
Übergangvon der flachgängigen 
zur scbarfgängigen Schranbe 
ist hinsichtlich des Verhält- 
nisses der wirkenden Kräfte 
ungefähr so zn beurtheilen wie 
der Übergang Ton dem Spur- 
zapfen mit ebener Tragfläche 
zn dem kegelförmigen Spur- 
zapfen; es findet such hier 
ein keilartiges Einpressen der 
Spindel in die (wenn auch nur 
annähernd) trichterförmigen 
Ciänge der Schraubenmntter und dadnrch eine Vergrössernng der 
ReibuDgswiderstände statt, die man am einfachsten berücksichtigt, 
indem man /, wo es in den Gleichungen der flachgängigen Schraube 
vorkommt, mit /:sind oder mit /•.cosß vertauscht Denn ö 
(der halbe Eeilnuthenwinkel) ist die ^Neigung der Kante des Ge- 
windeqnersdinitts gegen die Achse, mithin d = 90" — ß. Behnfe 
kürzester Schreibweise kann man anch den Reibungswinkel ip mit 
dem Winkel y vertauschen, wenn 

tg V ™ ig ?i : cos ^ = / : cos ß = fstaß 

(vergl. S. 197). Dann wird fOr die sdiarfgftngige Schraube 

tgo 4-/aec j? 




8) Kl = Qrtg{a + y>) = Qr 

9) ffi/= Qrtg{a — v) = qr 



1 — /seCiStg 

tgq — /sec j^ 



1 +/sec^t^a ' 
Selbstsperrung tritt jetzt ein für \>%a^igy> = f:(mß. 



10) rj = 



tgq 



tgq 



tg(« + V) tgo -H/see, 



r(l-/8ec/Jtga). 



Diese Gleichungen sind die allgemeineren; mit co3^ = sec^=l 
entstehen daraus wieder GL 5, 6 und 7 ffir flachgängige Schrauben. 
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Beispiel : Far r = l),aii •a; h = 0,m 



; tga = 



0,00 



2 .0,01 



/ Bec (9 = 0,n und I ^ 0,t ™ wird 



/=0,i»i cos (9 = CM 37Vt* = 0,8i 
irf = 0,(io»»«Ci Ä' = 0,(i[r7ie; Ä"ji = - 

Die rorstehenden Gleichungen fOr die GcharfgäDgige Schraabe und zur 
zahlenrnfissigen Berechnung völlig austeichend, können aber in wiseenscb&ftlichw 
Beziehung nnr als Annäherungen gelten, denn der Übergang von der flach- 
gänpgen Schraube zur scharfgängigen, wie er auf Seite 360 behandelt wurde, 
ist nicht ganz zutreffend, da das Qewinde der scharfg&n^gen Schraube nicht 
als ein Kegel angesehen werden darf. Wir fügen daher noch folgende 
schärfere Behandlung des Falles nach, wobei wir der Notiz von Zierold über 
die Ableitung des Verhältnisses zwischen Kraft und Last bei der Schraube 
mit scharfem Gewinde (Civilingenieor 1894, S. 155) folgen. 

Ä sei (Fig. 320) ein Punkt der 
mittleren Schraubenlinie vom Halb- 
messer r . Durch ein Sogentheilcheu 
dieser Schraubenlinie legen wir eine 
Ebene K, welche den Cylinder vom 
Halbmesser r bei A berührt. Durch 
dasselbe Bogentheüchen legen wir 
eine Bertthmngsebene £, an die 
gedrückte Schranbenfläche. Recht- 
winklig zu ihr steht der Normaldrack 
dN; die Beibnng/iIJV ist tangential 
znr mittleren Schraubenlinie-, der 

Qesammtwideistand dW aus dN and /dX liegt in einer Ebene E^, welche 
auf Ei rechtwinklig steht, weil sie durch dN geht und dN winkelrecht zu E 
ist Eine durch A gelegte Parallele zur Schraubenachse werde mit i be- 
zeichnet, die Richtung der Kraft /dN ab Tangente an die Schraubenlinie 
mit t. Ferner legen wir durch A eine Gerade «, welche in der Ebene E liegt, 
u. zw. rechtwinklig zu * . Die Richtung Ton dW beisse w. 
Dann bilden w, r und i eine körperliche Ecke, und es 
entsteht, wenn man om A eine Kngelfläche beschreibt, 
das Kngeldreieck BCD (Fig. Ü21). Darin ist die Seite 
■30=90" — y, weil dWvon/dN um diesen Winkel 
abweicht, die Seite BD = a, dem Neigungswinkel der 
mittleren Schraubenlinie. Die Seite CD zwischen w und x 
werde >!■, der Winkel bei S an der Kante i aber ^ ge- 
nannt; dies ist der Winkel zwischen den Ebenen £und E^. 
FQr das Kngeldreieck gilt dann nach dem Cosinns-Satze, weil ^ und }■ einander 
gegenüber liegen; 

cos i> = COBa cos (90° — (ff) + an a Bin (90 » — je) cos r 
1 1) oder cos * =^ cos d sin y + sin « cos ^ cos j-. 

Die Geraden i, ( und w bilden eine räumliche Ecke, der das Kngel- 
dreieck SCE entspricht Der Bogen SE föllt mit BD theilweise zusammen, 




Fig. 3-21. 
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da t, z nnd i in der Ebene E beges. In BCR M wjeder BC= 90*~f , 
££:^ 90' + a (denn « und i bilden mit einander einen rechten Winkel, 
m nnd I den Winkel a). Die Seite CE iwiechen tu und t werde X genannt. 
In BCE liegen Bich ;■ and i gegeDüber, daher ist 



cos -l = cOB{90«-i-a) co8(90° — p) + sin (90"-!- a) f 

12) oder cos J ^ >- sin a sin f + cos a cos t 

Da AW mit s nnd * die Winkel 9 bezw. X einBchliesst, ( 
den Gl. 2 und 3, S, 258: 

e ^ COB i IdW; 

Kl = rem» IdW nnd 

coB ^ COS a sin p + »in a c 



n (90»- 
) wird, I 



T)^ 



Kl = 



njr+ 



1 niBii Zähler und Nenner dnrch cos a cos f> theilt : 



13} 



Kl = 



/ + tg a COB ;- 
-/tga+cosr" 



-/secj-tga 



Eb mnss nun noch sec y ermittelt, bezw. gezeigt werden, dass sec ;■ Behr 
annähernd = eec ß ist, wodurch GL 13 in GL 8 übergehen würde. 

Die 3 Ebenen £, E^ und f, gehen Bämmt^ch durch t. E^ ist recht- 
winkUg zu £, ; da nun der Winkel zwischen E and £) y i 
deren Normalen n nnd 14 ebenfalls diesen Winkel ein, nnd 
weil Ey und E^ zu einander winkelrecht, BO Bind es auch 
deren Normalen n, and ti}. Da die 3 Ebenen durch die 
Tangente 1 gehen, bo stehen die 3 Normalen n, o, nnd n, 
(flg. 32'2) sämmtlich rechtwinklig znr Tangente t, nnd 
zwischen den Normalen n and «i findet sich der Winkel 
90 " ~ j-j 80 dass die Ebenen E nnd ^ eben&Us den 
Winkel 90* — ;- mit einander bilden. 

Neitnt man g die darch A gelegte Erzeugende der 
Schraub enflüche, welche mit > den Winkel 90° — ;? ein- 
scMieest, so bilden g, t nnd t eine Ecke, entsprechend dem Eageldreieck FGH 




(Fig. 323). FE liegt in der Ebene E dnrch . and ( 
durch die Schraubenachee, welche zu E recht- 
winklig, weshalb der Winkel bei H (an der Kante i) 
ein ßechter. t ist gegen t um FB = 90" — a, 
y gegen * wie oben schon gesagt, am GB^= 90'— ß 
geneigt; nennt man noch die Seite FO := 17, so 
giebt der Sinns-Satz; 

sin(90'-ri_' 



L einer Ebene 



n 90« 
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der CoBinua-Satz : 






;9)cos(90«-«) + 
oder cos ij = 



a , mithiD wegen GL 14 
= 8ecV-tg=;96m'a 



IG) 



' COB*/S 

= 1 ■t-tg',9~t|fVam = a=l+tgVc09 = a 
= coa»a (aec = a + tffS,S) = cos'a{l +tg'a + tgV)- 
Hiermit wird {Gl. 13) 

f^r_ P,. tg°+/co8ayr-f"t^^+tg'7 

l~/8malAl+tg'a4-tg',9 

Bei den meist kleinen Anateigongswinlielii n ist nun aber der Winkel ij 

zwischen g und ( (Fig. 323) nur wenig von einem Eechten verschieden, daher 

sin ij fast ^ I und deshalb (Gl. 14) sec ;> nur wenig kleiner ^s sec ß, oder, 

mit anderen Worten, es ist wegen der Kleinheit von a annShemd cos a =^ 1 , 

1 + tg»« + tgV - I + tgV= sec = y?, 
womit Gl. le in Gl. 8 übergeht. 

Für das Seispiel auf S. 261 wird nach GL IG Kl = O,ooi<it Q (gegen 
O.MioiB Q nach GL 8). Der Unterschied ist daher sehr gertog. Es ist hier- 
nach durchaus 2U empfehlen, bei kleinen Winkeln a stets Gl. 8—10 anzuwenden. 

Die Reibungswiderstände sind (nach S. 260) bei scliarfgäi^gen 
Schrauben grosser als bei flachgäng^en. Soll daher eine Schraube 
znr Bewegnngsflbertragnng (als einfache Maschine) dienen, so wählt 
man gew9hnlich eine flachgänge Schraabe, während die scbarfgängige 
Schraube als Befestigungsmittel den Vorzug verdient, weil in diesem 
Falle die groaaen ßeibungs- 



Fig. 324. 



widerstElnde gerade die Sicher- 
heit gegen nnerwfliischte Lö- 
sung der Befestigung bilden. 
Soll durch Drehung der 
Schraubenmutter mittels des 
SchraubenschlQsaels eine Platte 
mit einer Kraft Q gegen eine 
Wand gepresst werden, so ist 
ausser den Reibungswider- 
standen im Gewinde noch ein 
Eeibungswiderstand zwischen 
Schraubenmutter und Platte zu überwinden (Fig. 324). Dieser 
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m9ge an einem Kreise vom Halbmesser r, angreifen, dann ist das 
ganze erforderliche Eraftmoment 



BeiBpicl: Es sei wie 

tga ^ 0,Mii /= 0,it cos ß 
Q = 1000*8; dann wird 
Kl = 0,aa- 1000+ 0,i» - ( 



tga +fsec;ß 
i —fsecßtga 

leram, wie S. 361, 
= 0,M7; /sec^=0, 



+ Qfr, 



= 0,«i»">; Ä = 0,M 
l = 0,ini; r, = 0,( 



= 3 + :i = e "kg;, mithin K = 



Znm Lösen ist erforderlieh -- K,l = 0,ow ■ 1000 + 0,ms ■ 1000 = 5 >">«, 
— ff, = ia,t kg; ohne Beibnng wSre K„ = 0,i)i( 1000 ■ 0,«» : 0,t = l,i kg, 
mithin ist ff ^ 1 3,i ff^ in Folge der bedeutenden Beibong. 

Beispiel: SchranbenpreBSe (Fig. 3'25). An den oberen Griffen wirkt das 
Kräftepaar ffl zur Heiyoibringung dee Druckes Q der flachgän^en Spindel 
gegen die Pressplatte. Dann entsteht an 
dem Zapfen, mittels dessen sich die Spmdel ^g_ 32.5. 

auf die Pressplatte setzt, noch ein Beibungs- 
moment, welches wegen geringer Abrondnng 
der Dmckfläche (nach S. 237, GL 7) zn 
Va Q/r^ angenommen worden möge, wenn r, 
der Zapfenhalbmesser. Daher wird 

ff( = e{rtg (<> + (.) + Vi/n)- 
För ( = 0,4"; r = 0,Mm; tg a = 0,av 
/= 0,16 ; ri = 0,0» i» erhält man 



-4 



-} 




ff . 0,. = e {0,M . 0,M -i- Vi Oy 

ff.O,. = 0,o.uö; ff=0,M.Q. 
Ohne Beibimg wäre 

ffo ■ 0,1 = Qrtga; ffo = 0,»iQ. 
Der Wirkungsgrad ist darnach ffo - ff = '/•■ 
Hierbei ist noch ein kleiner Widerstand nnbe- 
röcksichtigt geblieben. Das Zapfenreib ungs- *^ 

moment SR^^V'/Qi'i drUckt nämlich die 

Platte gegen die FUhrungssäulen mit den Kräften J'= 3ß : i; daraus entsteht 
an jeder Säule ein Boibnngswiderstand /.ff, der sich dem Abwärtsgleiten der 
Pressplatte entgegenaetrt. iDthin ist der Druck D der Platte auf den zu 
pressenden Körper nicht genau = §, sondern 

z> = « - VJ- = e (1 - 2/ • ^) = e (1 -^) = ö (1 - 0,00.,) 

fUi b = 0,1 n . Der Unterschied zwischen D und Q ist hiemach ohne Bedeutung. 
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SchlnaBbemerkong über die Beibong, 265 

Die Eraftverhältnisse der Scbranbe siod unabhängig von der 
Anzahl der Gewindgänge, längs deren Spindel und Schraubenmutter 
sich berühren. In der Anwendang freilich ist die Berührung längs 
mehrerer Schraubengänge nothwendig, weil sonst wegen des vor- 
handenen Spielraumes die Sicherheit des Eingriffes leidet, a. TJ. auch 
der Druck auf die Flächeneinheit zn grosa werden würde. 

SehluBbfmerknaj; über die Beikaig. Ist die Keibnng bei Maschinen 
ein eiheblicbes Bewegungshindemis, dessen llberwindung viel Kosten vemisaclit, 
so ist ihr Nutzen doch im gewöhnhchen Leben und in der Technik ein sehr 
erheblicher. Welche Etleichtorong ein grosser Beibongswideistand beim Geben 
bietet, erkennt man beim Schreiten auf glattem Eise-, ein grosser Theil der 
BefestigODgen im Bau- und Maschinenwesen (durch Nägel, Eeile, Schrauben] 
bernht anf der Reibung; die Seilreibang wird beim Hinablassen schwerer tasten 
und beim Kiemenbetriebe verwerthet, mittele der Beibung der Triebräder auf 
den Schienen setzt die Lokomotive den Zug in Bewegung; mit Hülfe der 
Reibung bringen wir den Zng oder ein Strassenfahrwerk wieder zum Stillstände. 

Die mechuiiache Arbeit, welche zur Oberwindung von Beibungswider- 
Btänden dient, mitbin kerne sichtbare Geschwindigkeitszunahme der bewegten 
Körper, d. b. keine Zunahme ihres änsaeren ArbeitarermSgens hervorbringt, 
geht aber keineswegs spurlos verloren ; vielmehr setzt sie sich nach den Lehren 
der Phjsik in inneres Arbeitsvermögen, in Wärme, um. Gleichwohl ist man 
berechtigt, von einem Arbeitsverluate durch Reibung zu sprechen, weil die 
beim Gleiten entstehende Wärme dem Zwecke einer Maschme gewöhnlich nicht 
förderlich ist, vielmehr häufig besondere Mittel zu ihrer Ableitung und Ver- 
theilong nöthig macht 
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Zweite Abtheilang.J B. Seschleatügte Bewegung stairer Körper. 



n. B. Beschleunigte Bewegung starrer Körper. 



I. Grösse des Arbeitsvermögens eines Körpers bei einer 
Verschiebung bezw. einer Drehung um eine feste Achse. 

Soll ein KOrper von der Masse M eine reine -Verschiebang 
erfahren, d. h. soUeD seine sämnitlicheii Punkte in einem Angen- 
blicke übereinstimmende Geschwindigkeiten v nndSeschlennigungen^ 
haben, so mnss nach S. 141 die Mittelkraft R aller ilasseren Er&fte 
K darch den Schwerpunkt gehen. Die Bescbleunigong des Schwer- 
punktes, also auch silmmtlicher Punkte des EOrpers ist dann 



1) 



M' 



Will man den Satz der Arbeit anf starre EOrper anwenden, 
so ist zu bemerken, dass nach S. 144 die inneren Kräfte eines 

starren Körpers keine Arbeit verrichten, dass £ -„ 2" — „- = Ä* , 

gleich der Arbeit der äusseren Kräfte K ist 

Es kommt nun darauf an, den noch unbestimmten, a%emeinen 
Ausdruck fflr das Arbeitsyermögen eines Körpera i^-^ fßr die 
einfachen Bewegungsarten in eine bestimmtere Form zu bringen. 

Bei einer Verschiebung ist in einem Ai^enblicke die 
Geschwindigkeit v allen Massenpunkten gemeinsam, daher 

und der Satz der Arbeit lautet: 

2, ^-^-a.. 



2 
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. AibeitsTermägen. 



. Trägheitsmomente. 



267 



Drebt sich der EOrper (Fig. 326) aber nm eine feste Achse 
(rechtwinklig im Bildebene), 3o ist die augenblickliche Winkel- 
geschwindigkeit w allen seinen Punkten ge- p-j 33g 
meinsam, die Geschwindigkeit eines Punktes 
im Abstände q von der Achse beträgt v = ^t(>. 

Daher wird 2'-^ = —i^me*. Der Aus- 
druck SmQ'^t der nur von der Mossenver- 
theilnng des KOrpers in Bezug auf die Achse 
abhängt, heisst nach L, Euler (1707—1783) 
das Träf!;heitsinoinent des EOrpers in Bezug auf die Achse O 
und wird mit 3 bezeichnet. Daher 




S) 



J=l{niQ'') und 



*) 



-J=%., 



wenn lu, die anfängliche Winkelgeschwindigkeit ist. Die Bezeichnung 
Trägheitsmoment ist ganz treffend, da diese GrSsse den Einfluss der 
trägen Masse eines ESrpers bei der Drehung um eine Achse angiebt 
In gleicher Weise wie S. 125 u. ff. die statischen Momente 
verschiedener KSrper und ebener Flächen ermittelt wurden, soll dies 
nun auch bezüglich der Trägheitsmomente geschehen. 



2. Trägheitsmomente. 

Das Tr^heitsmoment J wii-d für solche Körper am einfochsten, 
deren Maasentheilchen sämmtlich in gleicher „ „„ 

Entfernung r von der Achse sich befinden. Dies 
findet statt bei einem Kinge von sehr geringer 
Wandstärke (Fig. 327). Es ist dann 

J=- ^mß' = r^l'm = Mr'. 
Ffir die weitere Anwendung ist es häufig vor- 
theilhaft, das Trägheitsmoment eines Körpers 
in Bezug auf eine Achse gleich zu setzen dem 
Trägheitsmomente eines dünnen Ringes von einem Halbmesser r. 
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268 Zweite Abtheilnng. B. Beschleunigte Bewegung starrer Körper. 

Nennt man die Masse des gedachten Kinges fi, so mrm 

1) J^fir-' 

sein. iBt J berechnet, r angenotnmen, so ist dann auch /i bestimmt 
Man nennt fi die auf den Abstand r bezogene Masse des 
ESrpers. Bei gegebenem a ist dann das Arbeitsvermögen dieses 
Binges von der Masse fi ebenso gross wie dasjenige des g^ebenen 
KOrpers. In Gl. 1 kann von den Grössen u und r eine gewählt 
werden. Setzt man fi = M, d. h. gleich der wahren Masse des 
Körpers, and den zngehSrigen Abstand r = i, so wird 

2) J=Mi^, 

und man nennt { den Trä^heitsarm oder TrSgheitshalbmesser des 
Körpers für die Achse 0. Denkt man sich die wahre Masse M 
des Körpers in dem Abstände i von der Achse zq einem Binge 
oder einem Punkte vereinigt, so hat dies Gebilde das gleiche 
Trägheitsmoment mit dem Körper. 

Das atatische Moment Mxg = lm,v bezieht sich auf eine 
Ebene. Verschiebt sich die Ebene um eine Grösse e, so geht der 
Schwerpunktsabstand «q über in xo + e, mithin ändert sich das 
statische Moment um + Me. Das Trägheitsmoment bezieht sich 
auf eine Achse. Vertanscht man die ge- 
gebene Achse aber mit einer Parallelachse ^s- ^^^■ 
im Abstände e, so Ifisst sich zwischen ^^<^^^^--^'^^^^^^^^>~~. 
den Trägheitsmomenten in Bezug auf die y^ / ., ~r\ 
beiden Farallelacbsen auch eine ähnlich / '< ^.---'^ / f \\ 
ein&che Beziehung aufstellen, wenn die t ^ '^ » ^ ; J 
eine Achse durch den Schwerpunkt des \^ '., / / 
Körpers geht. '"^-^^■^^^z^::::!:^^ 

Die Schwerpunktsacbse 5" stehe recht- 
winklig zur Bildebene (Fig. 328), ebenso eine Achse durch O. Die 
entsprechenden Trägheitsmomente seien J^ bezw. J^. Dann ist 
J^^ZmT-^, Ja = ImQ^. "Weil nun &'^ = {e + x)^ + y^ und 
r' = a:^ + y^, so wird ß^ = «^ + 2 e^ + r^, mithin J|, = Sme* 
■^r I-2m.ex + 2mr'^ oder J^^ JUe^ -\--2eImx + J^. Weil aber 
der Abstand x von einer durch S gehenden Ebene gemessen ist, 
so wird (nach S. 126) lmx = 0, also 
8) Je = »'s + -M"«'- 
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3. Trägheitsmoment«. 269 

Das TrägheitsmoiDent in Bezug anf eine beliehig^e Achse ist gleich 
dem Trägheifamoment in Bezug auf die parallele Schwerpunktsachse 
plus der Masse mal dem Quadrate der EntferDung beider Achsen. 
Sämmtliche Farallelachsen O, O, . . . in demaelben Abstände 
e TOD S liefern gleiches Trägheitsmoment Von allen Parallel- 
achsen liefert die durch den Schwerpunkt gehende das kleinste 
Trägheitsmoment 

Tr&slieitamDmeiit der materieUen geraden Linie. Ein gerader 
Stab von der Länge s und dem Querschnitt F sei an einem Ende 
A an der als Drehachse dienenden x- „ „, 

Achse befestigt, während das andere Ende 
B durch eine masselose Stange 6 mit der 
Achse verbunden sei. Ein Massentheilchen 

m ist dann nach S. 33 = —Fds und 
9 

liefert zum Tr^heitsmoment J den Beitrag dJ= —Fdsy''; es 

ist aber dsis^dy.b, mithin 

oder, weil die Masse des Stabes M= —Fa: 
9 

4) J^^sMb^. 

Setzt man dies = /ib^, so ist die auf den Endpunkt B oder auf 
den Abstand b bezogene Masse des Stabes 

5) ^='/,M. "8-330. 
während der Trägheitshalbmesser 

wird. Dieses Drittel der Masse des Stabes, im Punkte 

B angebracht, oder die ganze Masse des Stabes zu 

einem Punkte im Abstände 0,57T b von der Achse verdidltflt, liefern 

dasselbe J wie der Stab. 

Für a= 90" {Fig. 330) gelten dieselben Werthe; nur ist b 
hier gleich der Länge a des Stabes. 
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270 Zweite Abtheilung. B. Beschleunigte Bewegung starrer Körper. 

Tr&gheitsaoneat einer materiellen ebenen Fläche (Sclieibe). 
Trägheitsmomente in Bezug auf Achsen OX und O F in der Ebene 
der Figar (Fig. 331) nennen wir Durchtneaser-Tragheitsmomente Ja 
und Jf. Es ist J, = ^my^, Jy = £mx^, 
ihre Summe J^ + J^ = Im (x- + j 
= ImQ^; letzterer Werth ist aber das 
Tr^heitemoment J^ in Bezug auf die Achse 
rechtwinklicfa zur Fläche und heisst das 
polare Tr^beitsmoment. 

7) J^ = Jy+J„. 

Es ist in Bezug auf einen Pol O das 
polare Trägheitsmoment einer ebenen Fläche gleich 
der Summe der beiden Durchmesser-Trägheitsmomente 
in Bezug auf zwei rechtwinklig zu einander stehende, 
durch den Pol O gelegte Durchmesser. Eine gemein- 
schaftliche Drehung der Durchmesser um ändert diese Summe 
nicht, weil J^ dadurch nicht beeinflnsst wird. 

TrÜgheitsmoment einer materiellen Kreisfl&ehe. um das polare 
Trägheitsmoment in Bezug auf den Mittelpunkt O (Fig. 332) zu 
erhalten, nehmen wir einen Bing von dem Halbmesser ^ und der Dicke 
dg heraus. Dieser liefert, wenn ö die Dicke der Seheibe, den Beitrag 




dJ= -ö 2QlTdQ 



daher i 



Fig. 332. 




9 J« ? 2 

o) «'o — — 2~ ' 

fi = '/s -M" {bezogen auf r), i = rY ^Ji = 0,^v^ r . 

Da sämmtUche Durchmesser des Kreises gleichwerthig sind, 
80 wird hier Jy — J^, mithin /,+ /y = 2 J, = J^, oder 

i ff i 

Tiigheitsmoment einer mat Bechteckfl&ehe. Das Tr^beits- 
moment des Bechtecks von der Breite d, der Hohe h (Fig. 333) in 
Bezug auf eine Kante AB = d lässt sich unmittelbar aus- dem eines 
Stabes ableiten. Theilt man das Rechteck in lauter gleiche Streifen 
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2. Trägheitsmomente. 



271 



TOD der Hebe h, so ist, nach Gleichung 5, die anf den Abstand h 
bezogene Masse jedes Streifens 'A der wahren Masse. Das gleiche 
Verhältnis gilt dann anch Ar das ganze Becbteck, 
tuid es ist in Bezng auf AB: 



Fig. 333. 



V3 Mh^ = 



9 



d-h^. 



Eine zu AB parallele Achse dnrch den Schwer- 
punkt S hat Ton AB den Abstand e = y^h, 
mithin ist 



10) Jg = '/3 Mh^ — V4 Mh? = Vk J*f ä* = 



1 Z. 



dh^. 



12 ff^ 

Für das Trägheitsmoment in Bezog auf eine Schwerpunkts- 
achse, parallel mit h würde ebenso ^InM^ entstehen, mithin für 
das polare Trägheitsmoment Jf, = yuM{d} -^h^) = %2MD^, 
wenn D die Di^onale bedeutet 

Trägheitsmoment einer mat Dreieckflftche von der Grundlinie d, 
der Höhe h (Fig. 3.S4). Zum Trägheitsmomente J, in Bezug auf 
eine Achse GX || d liefert ein Streifen x dy den 

ff h 



Beitrag dJ = —ö-xdyy^ 



-y^dy (w^en 



Hg. 334. 



- y:h), daher ist 



.rf-A» itfA* 




darin bezeichnet Ö die Dicke der Platte. In Bezug auf eine 
Scbwerpunktsachse || d ist wegen des Ahstandes e = y3h: 



TrigheitgiioneMt eiB«8 Bst. Trsr^ei. In 
Bezug anf eine Achse in der Mitte der Höhe 
(Fig. 335) ist das Trägheitsmoment J, ofTenbar 
ebenso gross wie dasjenige des gestrichelten 
flfichengleicheu Bechtecke, da die von unten nach 
oben verdrehten Dreiecke in beiden Lagen die 

gleichen Beiträge liefern; es ist also /, ^ — h^. 

Der Schwerpunkt liegt, wie man aus GI.8, S. 129, leicht findet, n 



K \ 




Tj-ä T ■ ■ 


KU 
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272 Zweite Äbtheitung. B. Beschlennigte Bewegaog starrer Körper. 

nuterhalb der Mitte, daher ist in Bezug anf die wagerechte SchwerpniiktaacbBe 

JfÄ' Mh" (a — b)^ ^. ,^ . . . 
j-^ -TT TTT- -, — : — h. Dies läset sich zosaniineniienen zu 



S 18 ■ ^ (a + i)''' 



in welciier Formel selbstretständlich diejenigen f^r Rechteck und Dreieck als 
Sonderfalle enthalten sind. 

Trlgheitsmoment eines Cylindera Qberall gleicher Dichte, von 
der Länge l, bezogen auf seine geometrische Achse. Der Gjlinder 
lässt sich in lauter Scheiben von gleicher Dicke zerlegen, die 
sämmtlich gleich viel zur Masse sowie zum TrägheitsmomeDte bei- 
tragen. Daher muss gelten, wie fär die mat Kreisfläche (61. 8) 

13) Ja = M^ = ^^l und // = »/s -Sf. 

J ff i 

Für einen Ring von den Halbmessern r und B, der Länge l 
ist Jg der Unterschied der Trägheitsmomente der Gylinder der 
Halbmesser R and r, d. h. 



(B'-r<) 


l, und weil 




-r')l. 


Vi M{S? 


+ r'). 



TrSgheitemoment eines Kegels in Bezog aaf seine geometrische 
Achse (Fig. 336). Für einen UmdrehungskSrper gilt, wenn man 
ihn in Scheiben, rechtwinklig zur Drehachse, p, go„ 

Tom Halbmesser y und der Dicke dai zerl^t, 
dass diese Scheibe zum Trägheitsmomente den 
Beitrag liefert 

dJ=^-ry*dx, sodass 



= ffi^*' 




Diese Formel gilt för alle ümdrehungskörper. Die Beziehung 
zwischen y und x richtet sich nach der besonderen Art der 
Meridianlinie. 
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3. TrägheiUmomente. 27 

Beim Kegel ist y : b = x : a, daher 

y 11 b* i'"., y ab* 
i/ 2 o*J^ ff 10 

mitbin, weil M=~a—;r-: 
ff 3 

16) J=-~ Jf&5; i = 6y"Ö^=0,54B6, 

und, auf den Abstand b bezogen: 

/i = Oß M. 
Für ein ümdrehungsparaboloid wird mit y* = 2j>a; 

17) J=^/3Mb^; i = Ofiub; ft=V3M. 
TrHgheitsmoment der Halbkugel (Fig.337). Es ist t/^ = r^— x 

daher J = ^ ^ {[r* — Ir^x^ + a^) dx= -^—r^n; 



rir 



2 y Fig. 337. 

oder, weil M = -^ ^ r'n: 
^ ff 

18) J=0,\Mr^', i = rYQ^ = (ifizir 
nnd, auf den Abstand r bezogen: 

19) ß = 0,4 M. 

Für die ganze Engel ist sowohl J wie M doppelt 
so gross, daher gelten die gleichen Verhältniszahlen. 

(leometrische Triigheitsmomente. Setzt man in den Ausdrücken 
der Trägheitsmomente für ebene Flächen die Masse der Fläcben- 

einheit — d = 1 nnd in denen für KSrper die Masse der EOrper- 

einheit ^ = 1, so erhält man für die Tr^heitsmomente Ausdrücke, 

die nur ron der geometrischen Form der Flächen bezw. Körper 
abhängen. Für die Massen treten dann die Flächen F bezw. K9rper- 
inhalto V an die Stelle. Diese Werthe der Trägheitsmomente nennt 
man geometrische Trägheitsmomente. Die Werthe sind: 
Für die Kreisfläche J» = ^iFr^ = ^hr^n; 

20) J, = 7*?^*= ytr*Jt, 

FQr das Rechteck in Bezng auf eine Mittelachse 

21) J= Vndh»= ynFhK 
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274 Zweite Abtiieilong, B. Beechleunigte Bewegnng Btwrer Körper. 

Ffir das Dreieck in Bezug auf die Scbwerpunktsacbse 

21) J= V36rfA3= Vi8 J'A'. 

Für das Trapez in Bezug auf die Schwerpunktaacbse 

22) J=-J'A^(l+^-^) = -(„ + J + ^. 

Fflr den Cylinder 

23) J = V^Vt"^ = Va r*nl u. 3. w. 

Das geometrische Tr^heitsmoment einer Fläche ist w^eo der 
Form Fi"^ vom vierten Grade, das eines EOrpers wegen der Form Ft' 
vom fflnften Grade. 

Geometiiaehes TrXgbeitanoment eines ringlftnnigen Um' 

drehungskörpers. Ein Theilchen dF der Meridian-Figur {Fig. 338) 

liefert zum geometrischen Trag- ^ 

heitsmoment J in Bezug auf die 

geometrische Achse den Beitrag 

dJ = dVx'^ = 2 xTidFx'' 

^^Jtx^dF, daher ist 

24) J=2nSx^dF. 
Legt man durch den Schwerpunkt der Meridian%nr eine 

Achse, parallel der Umdrehungsachse, und hat dF von dieser Achse 
den Abstand u, so ist 

w ^ x^ + u; ar^ = iBo^ + 3 iTo^ M + 3 ^0 "* + "^ > 
mitbin, weil Xf, für die Int^ution unver^derlich : 

J=^2 7t{x^'>F-\-ix^-'SdFu + ZxaSdFu^-\-SdFv?}. 
Nach dem Satze von Guldin (S. 137) ist aber der Bauminbalt des 
Körpers V='2nxaF\ ferner J"dfM = (nach S. 126); endlich 
JdFu'^ das geometrische Trägheitsmoment der Meridianfignr in 
Bezug auf die znr Cmdrehungäacbse parallele Achse durch ibreo 
Schwerpunkt; dies werde 3 genannt, so dass 

25) J=rV+6jra7o3 + 23rj"dJ'w3. 

Ist die Schwerpunktsachse der Figur eine Symmetrieachse derselben, 
so wird S dFu^ = 0, da dFu'^ in gleich viel positiven und negativen 
Elemeuten auftritt, daher 

26) J-rV + 6Jra;o3 = r(v+ 8-|;). 

(Fflr einen sehr dQnnen King wäre bekanntlich nach Gl. 1 J= Vxf,^,) 



^ 



„Google 



'■ Tifigheitsmomente. — 3. WinkelbeBchlennigiuig. 



lat die Meriditmflgnr eb 
3 = ytFa*, mithin 

FOr ein Bechtack als eraengendi 
Kgor (Fig. 340) irt 3 = /" • V" (fl ■ 
d^ ^ V» (ä + r), somit 



I Ereis vom Hübmessbr a (f^. 3 



1 0H o 



Fig. 341. 



J=r{V*(Ä + r)'+V4(«-r)'} 
= 74 r { Ä" + 2 fi r + r' + Ä» — 2 S r + r* } 
= V" >'(Ä' + r'), übereiüBtimmend mit GL 14, S. 272. 

Trägheitmoment «iiies «u 2 Tlieil«n bestehenden KSrpen. Legt 
man (Fig. 341) darcb die Schwerpunkte Si und S^ der beiden Theile und 
dnrch den Qesammtscbwerpunkt S parallele 
Achsen, sind e|, Pj und e die Abstände der 
Achsen, J| und Jq die Trägheitsmomente 
der Tbeile bezüglich der eigenen Schwer- 
punktsachsen, so ist fSr den ganzen KOrper 
und seine Schwerpnnktsachse (Ol. 3, S. 268) 

J=Ji + Ml C|S 4- Jj + Jfj V- 
Weil aber Jfj^j = Jfie, und e^ + «2 = e, 

80 wird 



Jf, + Mi' 
Man kann auch schreiben: 

J '= J\ + J2 ■!■ -^ ^1 *i "i" -^ ^a 

= Ji + Jj + 3fi «I («1 + «2) 




27) 



= '^' + -^^ + ^'XT^ 

y T , -, , Ml M^ 5 



3. Winkelbeschleunfgung. 

Soll ein Körper sich gleichförmig um eine feste Achse 
drehen, fo moss die Momentensumme der äusseren Kräfte in Bezug 
auf die Achse Null sein (S. 219) Ist die Momentensumme von 
Null verschieden, so erfolgt die Drehung nicht gleichförmig, sondern 
mit einer Winkelbeschleunigung e. Ebenso wie bei der 

geradlinigen Bewegung die Beschleunigung p = -7- (S. 15), so ist 
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276 Zweite Abtiieilnng. B. Beschlanmgte Bewegung starrer Körper. 

die sekundliche Zunahme der Winkelgeschwindigkeit die Winkel- 
beschleunigung 

■> '-dt- 

Die Beziehung zwischen der Winkelbeschleunigung e and deren 
Ursachen, den Sasseren Kräften, kann man aus dem Satze 70m 
ArbeitsTermCgen ableiten, indem man diesen auf ein Zeittheilchen dt 
anwendet Die Zunahme an Arbeitevennögen kann dann nach GL 4 
(S. 267) geschrieben werden '/' •^'^ ('^^ = Joidoi. Die ent- 
sprechende Arbeit aber findet man in folgender Weise: Eine der 
äusseren Krifte sei P und liege im Allgemeinen 
windschief zur Achse 0, Das gemeinsame ■ liOth ^' 

zwischen der Kraft P und der Achse sei r\ man 
zerlege die Kraft P im Fusspunkte A von r in 
eine Seitenkraft Z, parallel mit der Achse O, und 
eine Seitenkraft K-, welche die Achse rechtwinklig 
kreuzt. Die Exafl Z hat- in Bezug auf das 
Moment Null und verrichtet auch bei der Drehung 
keine Arbeit, weil sie rechtwinklig zur Bewegungsrichtnng 
Punktes A steht. Die Seitenkraft K aber hat das Moment Kr 
und verrichtet bei der unendlich kleinen Drehung um den Winkel 
<»dt die Arbeit Kroidt. FQr sämmtliche Punkte des Körpers ist 
in einem Ai^enblicke die GrOsse <odt die gleiche. Verfahrt 
man mit allen äusseren Kräften ebenso wie mit P, so wird die 
Arbeitssumme d'&t ■= codtl'Kr. Darin ist 2Kr die Momenten- 
summe der äusseren Kräfte in Bezi^ auf die Drehachse, schreiben 
wir daffir Wi, so wird nunmehr Joidoj = wrf(9W, mithin 

Ebenso wie bei der Verschiebung die Beschleunigung p ^^ R: M 
= Kraft : träge Masse, so ist bei der Drehung um eine 
feste Achse die Winkelbeschleunignng = Kraftmoment : Tr^heits- 
moment. 

Wählt man einen bestimmten Drehungshalbmesser oder Hebel- 
arm r, so ist an dessen Endpunkte die Umfangsgeschwindigkeit 
V <== rio, die Umfangsbeschteunigung oder Tangentialbeschleunigung 
3) p( = rd(i> : dt = re; 
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bringt man nna das Eraftmoment W aaf den Hebelarm r, setzt 
9H = Kr und achreibt J= fir^, so wird ans Gl. 2 und 3 

Wir Kr^ ^ 
p = re = — =^ = — =- oder 

d. h. wenn man Alles auf den gleichen Abstand oder Drehnnga- 
halbmesser r bezieht, bat man wie bei einer Verschiebung: 

TT ^ v VI ■ Kraft 
umiangsbeschleunigung = -^ ■ 

Auch Gl. 4 (S. 267) fflr das Arbeitsyermögen kann man ent- 
sprechend nmformen. Setzt man am Ende des Armes r die 
Anfongsgescfawindigkeit c = r(ii^, die Endgeschwindigkeit v = rcj, 
JmBfir^^ so wird aus V^C«^' — o)^'^J=%i'. 
i/s(„i_cS)^ = a» oder 

5) -2 2" = *"' 

wie (S. 266) för die Verschiebung eines EOrpers. 

Man kaim OL 2, 3n ^ tJ auch mittels des Satzes von d'Alembeit 
(S. 139) ableiten. Ist in einem Augenblicke la die . p. oig 

Winke^Mchwindi^eit, t die Wuikelbeachleimigaiig, ao 

fDhrt ein Ponkt dee Körpers im Abstände r yon der ^,-ir-^ "y" 

Achse (Fig. .S43) eine ungleichförmige Kreisbewegung y'^'jfS 

mit der Geschwindigkeit v ^ria und der Tangential- / /^ I 

beschleonigung p^i=Te ans; die Centripetalbeachlen- 
nigong ist p^ = v^:r-^ rm*. Diesen entsprechen 
die E^&nznngskrfifte nt r e bezw. m r w'. Deren 
Momentenanmme in Bezog anf ist — ei'mr'^^ — 
Den gleichen, aber entgegengesetiten Werth muse auch die Uomentensumme 3B 
der finsaeien Erfifte haben, d. b. 

6) 3Jl = eJ. 






4. Physisches Pendel. 

Ein KOrper, der um eine nicht durch den Schwerpunkt gehende 
wi^erechte Achse drehbar ist und unter alleiniger Wirkung der 
Schwere steht, bildet, wenn er in der sicheren Gleichgewichtslage 
nicht die Geschwindigkeit Nnll hat, ein Pendel, welches, zum 
unterschiede von dem aus einem einzelnen Massenpunkte m mit 
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gewicbtlosem Faden bestehenden, S. 76 behandelten, mathematischen 
Pendel, physisches Pendel genannt wird. Fig. 344. 

Der beliebig gestaltete ECrper sei zunächst 
so fest^halten, dass det Schwerpunkt S 
(Fig. 344) in gleicher HObe mit der Achse O 
liegt, nnd werde nnn losgelassen. Es soll die 
Winkelgeschwindigkeit oj berechnet werden, mit / ' ) 
der der Drebungshalbmesser O S = e des 
Schwerpunktes durch die Lothrechte hindurchschwingt 

Wendet man auf die Bewegung SSi den Satz der Arbeit an, 
so ergiebt sich (nach S. 2fi7) V» <<>* J — = M^ e, mithin 



1 y 



1) 



= ^2^6^ =='V2ffj^ mit J=3fi3 (S.268). 
Ist der Körper ein Stab, eine materielle Gerade Ton der 



Länge a (Fig. 345), so ist 

e = Vi a , J= Vä -^«^ , , 
mithin 

und die Umfangsgeschwin- 
digkeit bei G: 
3) 



c<^-" 



-rzg 



währfflid ffir einen Massenpunkt am Ende einer gewicbtlosen Stange 

von der Länge a (Fig. 346) 

4) V = 1^2 ff a sein würde. 

Schwingongsdaner des phj^schen Pendels. In einer beliebigen 
Zwischenlage (Fig. 347), in der OS mit der Hg. 347. 

Lothrecbten den Winkel ^ bildet, ist das 
Moment A 

daher äie Winkelbeschlennignng -/ i 

Mffesiü^ [ \ 
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Ffir ein mathematisches Pendel aber von einer Fendell&nge l 
ist bei demselben Abweiehnngswinkel ^, weil J=^ ntl^, 

wtgüsinff _ ff sin tf 

«I- ^/2 -~ ■ 

Beide Beschleunigungen e and e, sind verbältnisgleicb mit 
sin tf und stammen völlig flberein, wenn 



5) ^~m; '^*' 

Wählt man die Länge des mathematischen Pendels nach GL 5 
und giebt beiden Pendeln einen gleichen Änfangswerth von &, bei 
dem die Geschwindigkeit Null war, lässt also beide Pendel Ton 
derselben Anfangsneignng aus sich in Bew^ung setzen, so wird die 
Bescblennignng beider Pendel für jeden Winkel die gleiche sein, 
daher werden beide Pendel sich fibereinstimmend bewegen, mitbin 
auch gleiche Schwingungsdauer haben müssen. 

Bei kleinen Schwingungen ist nun fhr das mathematische 
Pendel die Dauer einer ein&chen Schwingung nach S. 78 



.^,fL. 



Setzt man hierin den Werth l nach 61. 5 ein, so entsteht 
6) 



'-'fWe 



als Dauer einer eingeben kleinen Schwingung des physischen Pendels. 
Man nennt die li&nge l die Schwingungslänge des physischen 
Pendels. Trägt man diese Länge von O aus auf der Geraden 03 
ab, so erhält man mit OB = l einen Punkt B, den man den 
Schwingungspunkt des physischen Pendels nennt (Fig. 847). 
Die Achse durch B rechtwinklig zur Bildebene heisst Scbwingungs- 
achse. Der Punkt B nnd jeder Punkt der Achse B in dem 
physischen Pendel schwingt gerade so, als wäre er ein einzelner, 
mittels eines gewichtlosen Fadens mit verbundener Massenpunkt. 
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Denkt man sich durch S eine zu der Drehachse parallele 
Achse gelegt und nennt das entsprechende Trägheitsmoment des 
Körpers J^, so ist J"„ = J"^ + Me-, mithin 



7) 



l^- 



Me 



Fig. 348. 



Zeichnet man nm 8 ab Mittelpunkt einen Kreis vom Halb- 
messer 80 = e (Fig. S48) und denkt sich den KOrper an einer 
beliebten, znr uniprÜDglicben Achse O parallelen, 
durch irgend einen Fnnkt des Kreises gelegten 
Achse Ol aufgehäflgt, so ergiebt sich für diese 
neae Aufhängung die Schwingungslänge nach GL 7 
von derselhen GrOsse wie bei der Anfh&ngung Iq 
O. Alle Seiten eines geraden Cylinders, der den 
genannten Kreis zum Grundkreise hat, sind hier- 
nach Achsen gleicher Schvringungslänge and 
Schwingungsdauer ffir den Körper. 

Hängt man den KOrper aber an der Schwingungsachse B auf 
(Fig. 349), so hat man ein physisches Pendel ron der Schwingung«* 
länge /j, wofllr sich nach Gl. 7 ergiebt, indem 
man e mit 2 — e vertauscht: 




Kg. 349. 



h 



-,^{l-e). 



M(l — e) 
1 aber nach GL 7 ^^ = Me (l — e), so erhält man 



8) 



_ Me{l-e) 



■e=l, 




d. h. das an der Achse B aufgehängte Pendel hat 
die gleiche Schwingungslftnge wie das um die Achse O schwingende. 
Trägt man l^ = l von B am auf B8 auf; so erhält man O als 
Schwingnngspnnkt und die Achse O (recbtwinktig znr Bildebene) 
als Schwingungsachse fflr die Drehachse B. Die Parallelachsen O 
und S liefern gleiche Schwingungslänge und gleiche Schwiogungs- 
dauer, oder sind mit einander vertauschbar. Das Pendel ist bezflglicb 
der Achsen O und B umkehrbar. Ein Kreis um S mit dem Halb- 
messer SB hat dieselbe Bedeutung wie der Kreis mit dem Halb- 
messer 80 (Fig. 348). 
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Sftmmtliclie Achsen, rechtwinklig zur Bildebene, welche durch 
irgend einen Pnnkt einer der beiden Kreislinien gelegt werden, sind 
fSx den Edrper Drehachsen mit übereinstimmender Schwingungs- 
länge l. 

Xach Gl. 7 ist die Schwingungslänge / von e abhängig. Fasst 
man nämlich bei der Vergleichnng nur Achsen ins Auge, die zur 
Bildebene rechtwinklig, d. h. mit der ursprünglichen Drehachse O 
parallel sind, so ist Jg : M ein konstanter Werth = i' (wo i der 
der Achse S entsprechende Tr^heitshalbmesser ist). Wird nun e 
grösser und grösser, verschiebt sich also die Drehachse immer 
weiter vom Schwerpunkte, so nähert sich der erste Summand der 
rechten Seite von Gl. 7 mehr und mehr der Null, während der 
zweite fortwährend zunimmt; daher wird für e = oo auch ? = c» 
und ( = oo. Geht aber umgekehrt e gegen Null, so wird ebenfalls 
ü =- oo und ( = oo, d. h. wenn die Drehachse durch den Schwer- 
punkt geht, so ergiebt sich, wie auch schon von S, 148 bekannt, 
kein Drehmoment, so dass auch keine Schwingung zu Stande 
kommen kann. Es muss daher einen Werth von e geben, für den 
l ein Minimum wird. 

Schreibt man zur bequemeren Übersicht l = y, e = x, und 
untersucht ' 



-j + 1 = zu setzen. Dies ver- 
langt x=+i. Eine besondere Untersuchung, ob hierbei ein 
Maximum oder Minimum vorli^e ist nicht erforderlich; denn den 
für ic =s und a; -= oo eintretenden Grösstwerth w = oo kennen 



10) af=+i 

oder in der früheren Schreibweise e = + i, worin es wegen der 
Bedeutung der beiden Kreise in Fig. 349 nar auf den absoluten 
Werth e = i ankommt, ergiebt die Schwingnngslänge 

l = — + i = 2i, also l — e=ii — i = i. 
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Fflr eine Drehachse O, welche von S ixm i = l/~ entfernt ist, 

wird also die SchwingnngsläDge 

11) ?^„ = 2i= 2c, 

womit die beiden preise in Fig. 349 zusammenfallen. 

Die Darstellung der Gl. 9 ist eine Hjperbel, deren eine 
Asymptote die Ordinatenachse, während die andere, durch den 
Anfangspunkt gehend, den rechten Winkel der 
Koordinatenachsen halbirt x = i und y„i^ = 2 i Fig. 350. 

sind in der Figur angegeben. 

Bekanntlich werden Pendelverauche benutzt 
zur Ermittelung der scheinbaren Fallbeschleuni- 
gung g an verschiedenen Stellen der Erde; aus 




( = jrT'- wird ff — ln'^ifi. Hieraus kann 

man g berechnen, wenn man (Qr ein Pendel 
die Schwingungslänge / und die Dauer t einer 
einfachen Schwingung kennt. Letztere lässt sich durch Zählung 
der Anzahl der Schwingungen während einer längeren Zeit fest- 
stellen. Die Schwingungslänge könnte man wohl nach GL 5 S. 279 
berechnen, jedoch nicht mit der erforderlichen Genauigkeit ffir feine 
Messungen, wie sie zur Ermittelung von g nSth^ sind. Denn kein 
EOrper lässt sich so gleichmässig herstellen, dass man Jq und das 
statische Moment Me mit grosser Schärfe durch Messung und 
Rechnung zu bestimmen vermöchte. Wohl aber dient zur scharfen 
Bestimmung der Schwingungslänge l die Eigenschaft des Pendels, 
dass Drehachse und Schwingungsachse mit einander vertauschbar 
sind. Man stellt also ein Pendel her mit fester Schneide (Dreh- 
achse) O, berechnet annähernd l, bringt in diesem Abstände 
l=OB eine Gegenschneide B an und verstellt an dem Körper 
verschiebbare Gewichte so lange, bis das Pendel, ob in oder in 
JB aufgehängt, gleiche -Schwingungsdauer zeigt. Dann ist, wenn B 
und O nicht in derselben Entfernung vom Schwerpunkte liegen, 
wenn also B nicht den Punkt O, in Fig. 349 bedeutet, OB — l 
die Schwingungslänge, die zwischen den Schneiden mit grosser 
Schärfe gemessen werden kann. Ein solches Pendel heisst ein 
ümkehrungspendel (Boversionspendel). 
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Ist der ECrper ein dünner prismatlscber Stab von der Länge a 
{Fig. 351) and an seinem oberen Ende aufgehängt, so ist J^ = '/s Jf a^ 
« >~ Vi a, mithin die Schwingungslänge (Gl. 5) 



12) 



1-. 



2 Jfa" 



Fig. 351. 



und 



liefern gleiche 



Die Achsen O, O), 
Schwingnngsl^ge. 

Die Beobachtung der Schwingungsdauer eines 
als physisches Pendel eingerichteten EOrpers kann 
auch benutzt werden, um dessen Trägheitsmoment 
in Bezug auf die Drehachse zu bestimmen. 
Gl. 6 liefert nämlich 



13) 






et^-.n^. 



Fig. 352. 




Hat man (Fig. 352) den Punkt A bestimmt, der in der sicheren 
Gleicbgewichtälage lothrecht unter O liegt, so kann man mittels 
der Aufhängung des ESrpers nach Fig. 352 
durch das den EOrper im Gleichgewichte 
haltende Gewicht P das statische Moment 
Mg e s= Pa finden. Beobachtet man sodann 
noch t für kleine Schwingungen, so bestimmt 
sich /q nach GL 13. 

Soll das Trägheitsmoment J^ eines 
ESrpers in Bezug auf eine Schwerpunktsachse bestimmt werden, 
um welche keine Schwingung entsteht, so lässt man den EQrper 
um eine zeitweilige Achse B schwingen 
(Fig. 353), bestimmt J^ = J^ nach Gl. 13 
und findet daraus Jg— Jß — M.e^. , Oder, 
wenn die Befestigung einer besonderen Achse 
oder Schneide nicht ausführbar, so verbindet 
man mit dem EQrper eine ErgäJizungs- 
masse M^ derartig, dass sich beide Hassen 
nicbt gegen einander verrücken können. 
Jlf] muss so gewählt sein, dass man dessen 
Beitrag zu / und Mge leicht bestimmen 
kann. Bringt man M^ so an, dass es nunmehr mit dem gegebenen 



Fig. 353. 
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E9rper ein mCgliches Pendel bildet, so kann man leicht das Gesammt- 
TrftgheitsmomeDt und daraus das Tra^beits- Fig. 354. 

moment des gegebenen KSrpers berechDen. 

Ein dünner Ring vom Halbmesser r, nach 
Fig. 354 um eine Schneide schwingend, hat, 
wegen J^ — Mr^, nach Gleichung 7 die 
Schwingnngslänge 




F^. 355. 



5. Beschleunigte Bewegung einer Seilrolle. 

Um eine Seilrolle von der Masse M (Fig. 355) sei ein vCllig 
biegsamer Faden geschlungen, an dessen Enden ungleiche Massen 
Mj und Ml ■ hängen. Es soll die Umfiingsbesclileunigung p der 
Bolle berechnet werden ohne R&cksicbt auf Zapfenreibung und' 
Seilbiegangswiderdtand und unter der An- 
nahme, dass ein Gleiten des Fadens auf der 
Rolle nicht stattfindet. Die Masse My er^rt 
die Beschleunigung p abwärts, die Masse Jtfj 
dieselbe Beschleunigung aufwElrts. Die Spann- 
kräfte der Seilstücke sind nicht etwa Mi g 
und Mzg, denn diese Gleichheit findet nach 
S. 86 nur statt, wenn die Massen keine Be- 
schleunigung erfahren. An der Masse M^ 
muss die Mittelkraft Jf, ^ — S, = J(, ^ , mithin 

1) S, = Jfj ^ — Jtf] p, u. zw, 'ZMig 

Bein, weil Mi'g und S^ zusammen die Beschleunigung p erzeugen 
Ebenso muss an der Masse M^ die aufwärts gerichtete Beschlenoi- 
gung p durch die aufwärts gerichtete Kraftsumme 8^ — M^g 
hervorgebracht werden; S^ — M^g = Mj^p, mitbin 

■ 2) Äj = M2g + M^p, u. zw. ^-M^g, 

Kann der Faden als gewichtlos betrachtet werden, so wird die 
gesammte Seilreibung, welche die Rolle zu beschleiinigter Drehr 
bewegung veranlasst, gemessen durch den Unterschied der Spann- 
kräfte Sx und Sj. daher wird nach Gl. 4, S. 277, (np = 5, — Sj, 
wenn fi die auf den Umfang bezogene Masse der Bolle ist 



C>. 
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5. Beachleniugt« Bewagang einer Seilrolle. 

Also flp ^= ififf — ^\P — ^29 — -^2p) 

p {Ml + 3^2 + /*) = -ä^ij? — M^g, oder 



3) 



^ Mi + M^+^ "Mi + M^ + H' 
In dieser Gleichung erscheint also der Gewichtaunterachied 
Mig — M^g als treibende Eraft, als träge Masse aber die Summe 
aller Massen, die an der Bescbleunignng f theilnehmen, d. b. J/j , 
üfj nnd die anf den tJmraog bezogene Masse fi. 

Eine VorrichtuDg nach IiHg. 355 ist die Ätwood'sche Fall- 
mascbine; sie dient, da p mit g verhältnisgleich iät, zur Yor- 
fOhrnng der Gesetze der Fallbew^ung in verkleinertem Marsstabe, 
weil die wirkliche Fallbewegang nnbequem schnell erfolgt 

Beispiel 1 : latMg=\H-aaA (nsch S. 270) das anf den Umfang bezogene 
Gewicht der Rolle Aj= V«^, M\9^i^ Jtf.y = 3,«i«, so wird, wenn man 
in Zähler and Nenner statt der Massen die iimal grösseren Gewichte einfuhrt, 



= 9 ■-, 



^ " 4 + 3,. 

die Bewegnng der angehängten Massen erfolgt daher nur mit V" der wahren 
FaUbeschleonigong. 

Will man auch die Zapfenreibnng mit der BeibnngBzifTer / and dem 
Zapfendorchmesser d berücksichtigen, so wird 

der Zapfendnick D = Sj -f*Sä + Mg; es ist, wie vorher, 
S, = M^g— Mxp 
8-2^ Sfjg -^ MjP nnd daher 
V = (M+ Mi+ Mi) g — (Jfi — jKJ p 
mit dem Momente '/> Dfd. Sonach wird, wenn r der BollenhalbmesBer, 

/ip = Si~S.,~ Df-^ 

= M,g — Mjp — Mig — M^p — (M+ M, + M^)gf^ + {Mi — Mt)p/-^ 
und daran» 

Jtf, — Jf. — (.«■+ -Vi + M^)/-^ 

4) p = g Jl. 

,«1 + ifj + p — (Jfi —Mj)f-^ 

Mit ti:r=l : 25, /==0,m, .«,jj = 4, j«aj = 3,», 3fjr=l, ßg = Q^^ wird 

0,1 — 0,01. , . g 

p ^= g -T-^ TT oder rund -^ . 

'^ 8,4 — 0,00011 100 

Hiernach wird .^ = 4(1 — 0,oi} = 3,«kB, S2 = 3,»(l + 0,oi) = 3,Hk(. Damit 
kein Gleiten des Fadens entstehe, muss nach 8. 333 -^ < e'i" sein, worin 
/, die Beibungsziffer des Fadens, a ^ n. Dieser Bedingung wird schon fUr 
/i £ 0,0017 genfigt. Der Seilbiegungewiderstand ist hierbei vemachlEssigt, da 
der Faden sehr dOiin. 
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B«iapwl 8: Gleiche Massen Jf) mögen an 2 mit einander Terbundenen 
Bollen von angleichen Halbmessern R nad r hängen (Fig. 356); es soll die um- 
&ngsbeBChleunignDg p der grösseren Bolle berechnet werden ; die der kleinen ist 
dann pr:Ä. — Die F^denkräfte sind ^ = Jf,5 — Jf,p; S^^M^g ■{- M^pr : R; 

die Wiubelbesclileiiiiignng der Bolle ohne Gücksicht aof Beibang (nach S. 276) 

Fig. 356. 



S^R-S,r 


J/,pfl 


^M,,R-M,,, 


— jM 


'^Ä 


mithin, weil Rz 


= P, 




„R' 






MP = M,g^ 


-M,p- 


-M 


i~-«,r 






folgUch 

5) p^g 




0^ 

+ 


^)+.- 






Für Ä = 2r wird dam 


p 


= 9 .;■ w -r 


_, 


wöbe 




zu beachten, dass /i auf den Abstand R besogen ist 

BeUpitl 3: Hängen die Massen Jf, und M^ nicht frei herab, 
gleiten sie mit Beibang aaf -p^^ 35-j_ 

schiefen Ebenen mit den Nei- 
gungswinkeln Ol Q. a-i (Fig. 357), 
während an dem BoUenkörper 

keine Bewegangswiderstände 
auftreten, so entsteht an der 
Hafise if, eine treibende Kraft 

Mjj, sin a, 
nnd eine hindernde Beibnng, 
daher ist 

S, = Mygs\na-^~fM^g 
ebenso ist 8^= M^g s\aa^-\- / M^g 

wie in Beispiel 2 wird non /i Rp ^ SjR — S 

3f, (sin a, — / cos a,) — M, (e 
6) p-. 

Für r = fl nnd 
steht GlS-.fär M2= 

entsteht GL 5. 
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6. Widerstände der festen Drehachse eines Körpers 
bei beschleunigter Drehbewegung. 

An der Achse dea ECrpers mOgen an 2 Lagerstellen A und B 
die Widerstände A und B auftreten, welche die Aufgabe erfüllen, 
die Achae unbeweglich zu halten. Es mijgen an dem ESrper 
bew^ende Kräfte \K\ wirken. Sind (a und £ die augenblickliche 
Winkel-Geschwindigkeit und Beschleunigung, so hat ein Massen- 
punkt eine daraus zu ermittelnde Beschleunigung p, welcher eine 
Ergänzungskraft — mp entspricht Es muss nun nach dem Satze 
von d'Alembert die Gruppe dieser Kräfte [ — mp] im Oleichgewichte 
sein mit den Widerständen A und B und der Gruppe der sonstigen 
äusseren Kräfte \K\. Hiernach können A und B gefunden werden, 
wenn man die KrAftegrappe [ — mj»] kennt 

Znsanunensetniiig der Ergänzim^kräfte — mp bei nnsleich- 
näsai^r Drehbewegnng. Ein Massenpunkt im Abstände q von 
der Achse (Fig. 359) führt eine Kreisbewegung aus. Seine Tangential- 
beschleunigung istpj = ßc, seine Centripetalbeschleunigung ji = Qoi^ 
(a 88). Die ent- 
sprechenden Ergän- 
zungskräfte sind die 
Kraft mQe (links 
hemm) und die Cen- 
trifugalkraft mQiii^. 
Die Drehachse wählen 
wir zur A'-Achse; A 
sei der Anfangspunkt 
des Achsenkreuzes 
(Fig. 359). In einer 

besonderen Figur 
(359 a) sei der Körper in der Bichtung der Drehachse, also auf die 
yz-Ebene projizirt, weil die Beschleunigungen p^ und f^ and ebenso die 
entsprechenden Kräfte in dieser Projektion am deutlichsten erscheinen. 
Bildet der Halbmesser q = AP mit der AY den Winkel ö, so ist 

ß cos ö = y ; e sin ö = s . 
Die Kraft «t^w* liefert in der positiven y-Ricbtung die Seitenkraft 
meoj^cos ö = wit/o)^, in der positiven s-Bichtung die Seitenkraft 
m e w.^ sin ö = m ; w- . Ebenso giebt die Kraft m ß £ die ent- 
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288 Zweite Abtbeilung. B. Beschleunigte Bewegung starrer KSrper. 

sprechenden Seitenkr&tte mge Bin tf = mz£ bezw, — mge cos 9 
= — myc. 

Diese Seitenkrflfte sind in Fig. 359 eingetragen. Denkt man aich 
solche Kräfte tür jeden einzelnen Massenpunkt angebracht und setzt 
diese Eräftegruppe nach S. 112 zusammen, so erhält man 3 durch den 
Punkt A gehende Seitenkdlfte JT, T, Z und 3 Eräftepaar-Achsen 
3Rx, Wg, Wt,. In der ,x-Bichtung ergeben sich keine Seitenkräfte. 
In der positiven y-Richtung entsteht Y = Smyoi^ + Imze. oder, 
weil w und e ffir alle Punkte dieselben Werthe haben und aosserdem 
Xmy = My^, 2mz = Mzf, (mit y^, und Zq als Koordinaten des 
Schwerpnnkt«), y - My.o'' + M„e. 

In gleicher Weise wird Z = Mza<i)'' — My^s. Zur Ermittelung 
der Kräftepaar-Achse W^ gehen wir am einfachsten auf die ur- 
sprünglichen Kräfte mQdi^ und inQe zar&ck, da mgoy^ in Bezug 
auf AX kein Moment hat, mQe aber das Moment — mQEQ, 
sodass W^ = — ElmQ^ = — eJ^, was nach GL 2, S. 276 selbst- 
verständlich war. Die in der z-Riehtung wirkenden Eräfte gehen 
an der AY m einem Abstände x vorbei, liefern daher mit Rück- 
sicht auf den Drehungssinn SR^ = — oi^2^mxs + sSmxy; ebenso 
ist '^i^ o/^Zmxy ■'r E^mxz. Das Gesammtergebnis der Er- 
gänzungskrätte [ — mp\ ist also 
X=0 

Y= My^oj^ + Mzf^E 
Z = Mt^uy^ - My^E 

ro, = eJ^ 

iKj, = — u/^Jimxz + el'mxy 

Dt, = co^Zmxy + eZmxz. 
Hiermit müssen die sämmtlichen äusseren Eräfte [K] und die 
Widerstände A und S im Gleichgewichte sein. In den Torstebenden 
Gleichungen erscheinen Summenausdrücke Imxy und Zmxz; um 
sie zu erhalten, muss man jedes Massentheilchen m mit zweien 
seiner Koordinaten xy bezw. xz multiplieiren und die Glieder dann 
Summiren. Diese Ausdrücke sind von demselben Grade, derselben 
Dimension wie die Trägheitsmomente J = l'm^^ und heissen 
Celtriftigahnomente = C. Wir wollen Xmxy nnd 2:mxz von 
einander unterscheiden, indem wir neben C als Zeiger diejenige 
Ordinate setzen, welche in den Summen nicht vorkommt, mithin 
2) Zmxy = G.; Smxz'^Cy. 
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6. AchswiderstSode bei dei Biehbewegnng. 2S9 

Im Atigemeinen sind die Ergänmngskrftfte von o) nnd £ ab- 
hängig, 90 daas auch die Widerstände der festen Achse sich mit 
<i> und E ändern. Geht aber die Drehachse durch den Schwerpunkt, 
so dass yo ^ ^0 = Ot nnd sind ausserdem die Centrifagalmomente 
Cy und C, gleich Null, so werden ausser X= auch T= Z 
== 3ß, = Sn, = 0, und es bilden die Kräfte [— mp] nur ein 9W^. 
Au3 den Gl. 1 verschwinden dann, abgesehen von 9W, = — eJ^, 
sämmtlicbe von tii und e abhängigen Glieder, so dass die Wider- 
stände A and B der festen Achse sich ebenso berechnen lassen wie fflr 
den ruhenden KOrper. Bilden anter dieser Yoranssetzang die bewegen- 
den Kräfte [K] ein Kräftepaar 'SR, dessen Achsenstrecke (S. 109) die 
Richtung A X hat, so ist dies mit dem berechneten SK, = — £/, 
im Gleichgewichte. Weil die Normal widerstände der Achse zn 
dem treibenden Momente nichts beitragen, die Kräfte [ — mp] sich 
aber in jeder anderen Beziehung aufbeben, so mflasen in diesem 
Falle die Widerstände A und B der festen Achse verschwinden. Die 
Achse bedarf dann gar keiner Befestigung, der KSrper fQhrt seine 
Drehung um die unbefestigte Achse so aus, als wäre sie fest Eine 
solche Achse nennt man deshalb eine freie Achse. Da die sämmt- 
lichen äusseren Kräfte \K\ A nnd B mit [ — mf\ im Gleichgewichte 
sind, so kann man den Satz aussprechen: 

Dreht sich ein KOrper um eine freie Achse, so 
setzen sich sämmtliche äussere Kräfte an demselben 
lediglich zn einem Eräftepaare zusammen, dessen 
Achsenstrecke mit der Drehachse zusammenfällt, beben 
sich aber in jeder anderen Beziehung auf; die Normal- 
widerstände der Drehachse sind von der Geschwindig- 
keit und Beschleunigung unabhängig. 

Ist die Drehung eine gleichförmige (£ = 0), so bestehen 
die Kräfte [ — mf\ nur in den Centrifugalkräften, deren Zusammen- 
setzung liefert 

X=0 
Y= My^iii^ 
Z=Mz^ta^ 

sw, = o 

SWy = — ojSCi, 

19 
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290 Zweite Abtheilnng, B. Beschleunigte Bewegung starrer Körper. 

Hiermit mässen wieder die äusseren Kräfte im Gleichgewichte sein. 
Weil nun zur Zusamnaenaetzung der Centrifngalkrftfte die Summen 
C nöthig sind, so erhielten sie den Namen „Centrifugalmoment*. 

Ist einem KCrper eine Drehbewegung um eine feste Achse 
ertheilt und aetzt er diese ohne weitere Einwirkung von Kräften K 
fort, so müssen die Widerstände A und B mit den Kräften der 
Ol. 3 itn Gleichgewichte sein. Diese Widerstände sind durch die 
Winkelgeschwindigkeit bedingt und verschwinden mit dieser. Ist 
aber die Drehachse eine freie Achse, so heben sich die Centri- 
fiigalkräfle vollständig auf, und es werden auch keine Achswider- 
stände nftthig; die Drehung setzt sich um die unbefestigte Achse 
fort, als wäre dieselbe festgehalten. Uan kann daher s^en, eine 
freie Achse für einen Körper ist eine solche, in Bezug 
auf welche die Centrifugalkräfte sich aufheben. 

Einige Bedingnngen ffir «ine fireie Achse. Die Centrifugal- 
momente Cy und C, werden gleich Null, wenn der Körper rechtwinklig 
zur Drehachse Ä X eine Symmetrie- 
Ebene hat; wählt man diese nämlich ^^ ^^■ 
zur yi-Ebene {Fig. 360), so entspricht 
jedem Massentheilchen mit positivem so 
ein gleiches mit n^tivem x, so dass in 
2mxy und ^mxz stets je zwei gleiche» 
sich aufhebende Glieder + mxy und 
— inxy bezw. + inxz und — mxz 

vorkommen. Gebt ausserdem noch die Drehachse durch den 
Schwerpunkt, so ist ^Xeine freie Achse. Hiernach ist für einen 
gleichartigen Körper von der Form 
eines geraden Prismas oder Cylin- Fig. 361. 

ders die Verbindungsgerade der ^ 
Schwerpunkte der Endflächen (Fig. — ^ 
361) eine freie Achse. 

Ferner ist AX eine freie 
Achse, wenn man durch sie zwei rechtwinklig zu einander stehende 
Symmetrie -Ebenen legen kann. Wählt man diese nämlich znr 
^y-Ebene und o^z-Ebene, so liegen je zwei Massentheilchen mit 
+ y und mit — y einander g^enüber, deren eines den Beitrag 
+ vnxy, deren anderes den Beitrag — mxy liefert, so dass Ci = 
wird; ebenso C, = 0. 
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Fig. 362. 



Fig. 363. 
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Eingeliendere Beclmm^ii zeigeo, dasB jeder noch ho nnrogelmSsai^e 
E6rper mindeatena drei zu duander rechtwinklige freie Acluen hat 

Andere Arten der Zmuunme^tzung der Ergioznngakr&fte. 

Trennt man in 61. 1 die dnrch den Anfangs- 
punkt A gehenden Kräfte Y nnd Z in die- 
jenigen Theile F, = My^w"^ nnd Fj = Mz^b 
bezw. Z^ = Mzü<^'^ und .Z^ = — My^e, welche 
allein ron v>, bezw. von e abhängen (Fig. 362), 
80 lassen sich nanmehr Y^ and Z^ wieder za- 
sammensetzen zu einer Mittelkraft ** ''* / 

wenn e die Entfernung des Schwerpanktes von der Drehachse 
bedeotet Diese Kraft ist parallel mit der 
Bichtnng jenes rechtwinkligen Äbstandes e. 
Yi and Z^ geben in gleicher Weise eine 
Mittelkraft Äj = Jfe«, die zu Äj recht- 
winklig ist nnd, dem Sinne nach, der Um- 
fangsbeschlennignng des Schwerpunktes ent- 
gegengesetzt ist. 

Vereinigt man die Kraft Y der GL 1 mit der Kräftepaar- 
achse 39?,, so ergiebt sich ans beiden eine Kraft von derselben 
Grösse F= My^oi^ + Mz^e, welche von Ä 
ans um 

5) « — jr — jfy^tjS 4. jf^^e 

im Sinne der positiven A;-Bicbtung parallel 
verschoben ist (Pig. 363). ^ 

Vereinigt man ebenso Z mit SDty, so erhält man eine gleiche Kraft 

6) Z= Mz^vfi — MpffB, welche am 

Z Mza(^^ — Jf^/o« 

im Sinne der positiven jc-ßichtung parallel 
verschoben ist (Fig. 364). Auf diese beiden im 
Banme sich rechtwinklig kreuzenden Kräfte ist 
mithin die Gmppe [ — mp] aacb zarückzafflhren. 

Im Falle der gleichförmigen Drehnng (e = 0) vereinfachen 
sich diese Ergebnisse in der Weise der Fig. 365. 

19" 



Fig. 364. 
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Zweite AbthMlang. B. BescUeimigte Bewegong starrer ESrper. 
B«igpMl 1 : Eine als materielle Gerade anfzufaiaende Stange tos der Lfinge a 



schwinge unter Einwirkung der Schwere 
wagerechte Achse (Fig. SG6). Die Bewegung 
möge von der wagerechten Lage ausgegangen 
sein. Hier liegt ein Fall vor, wo C^ and 
Cg Nnll Bind, weil ÄYZ eine Sjmmetrie- 
Ebese fOr die Stange ist. Die Drehachse ist 
aber keine freie Äehse, weil ue nicht durch 
den Schwerpunkt gebt In einer beliebigen 
ZwiBchenlage ist ya = t aia ■& ; i„:=e cos tf , 
wobei « ^ V' "; femer ist J^ = '/s 3fa'-, 
and fär die Winkelgeschwindigkeit o> und 
Beschlennignng « in der beliebten Zwischeulage gelten 
(nach S. 267) '/t J^<a* = Mgi^, 

2Jfg>o _ 3gcoB» _ , 



doTch den Endpunkt gelegte 




(nach S. 276) 



Mgtl 



3^ gtän» 



Die ErSftegtnppe [— my] liefert hiernach (GL 1, S. 5 

„ Ma . ^Sg cos S , Ma 

Y = -^ Bin öl -L_ + __ cos # 

= j Mg ainS HOB & = jMgmai 
„ Ma „Sacos* Ma . „ 



= ^r: 



Mg 



(3H 



.8 2 -?) ! 



a», = V'Jtfyasin *; 

3nj, = o; a», = 0. 

JEt diesen Kräften müssen die Schwerkraft Mg nnd die Widerstände der 
DrebBchBe im Gleichgewichte sein. Letztere brauchen in diesem Falle, weil 
3Rj, and SR, ^^ sind, mir in dem Punkte A der Achse anzngreifen; man 
zerlege sie in V und B. Dann mnss 

E = Y=-^Mgaui'2& sein 

" ebenso ifj ~ T = — Z = — '/» ■»? (3 + 9 cos 2 6), 
d. h. V=yaMg{n + 9 cob2t)). 

Der wagerechte Achsenwiderstand iT ist ffir ^ =; 90°, d. h. in der An- 
fangslage gleich Noll, ebenso in der tie&ten Lage für ^=^0; am grÖBsten 
■wird er für tf = 45", nämlich S„^ = '/»Mg. 
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6. AchswideiatJuiilB bei der Drehbewegaug. 293 

Der lothrechte Widerstand iet 

für I» ^ 90«: V^^/tMff, 

ftr tf = 0: y„^ — *i*ilg. 
Diese OrÖastwerthe von B and Y sind im Verhältnisse mm Gewicht Mg 
des Stabes eihebliiih. Die Kratt H wirbt abwechselnd bald nach links, bald 
nach recht«, je nach der Lage des schwingenden Körpers. — Von besonderer 
Wichtigkeit sind diese ErSfte, wenn der schwingende Körper eine schwere Glocke 
ist. Die Ächswiderstände B und V müssen dann von dem sog. Glockenstahle 
ausgeübt werden. Der fortwahrende Wechsel des Sinnes der Kraft H ist fSr 
den Thnrm besonders gefährlich. Der Kechnnngegang ist im Wesentlichen 
derselbe wie in dem vorliegenden Falle. — Wnrde die Stange in der An&ngslage 
{>$ = 90°) am linksseitigen Ende etwa nnteratützt, so war im Rnhezostaade 
F^V'-**"?; durch plötzliches Loslassen des Endes verändert sich V auf 
^/tUg. — Weitere Beispiele sollen sich anf gleichiSrmige Drehong beziehen. 
B«igpi«l 2: Eine materielle Gerade A C (Fig. 36?) drehe eich gleichförmig 
um Mne Achse A B; der Ponkt A sei onmittelbar, der Punkt C mittels einer 
gewichtlosen Stange « mit der Achse verbunden. 
Die Projektäonen der Stange seien a nnd b. Da ig- ob , 

der Körper ein ebenes Gebilde, so lege man 
ACS in die ^y-Ebene, dann ist y^ = '/i e'i 
jji ^ ; femer wird Zmxt = C^ = , weil 
sämmtliche j-Werthe Null sind. Die Zosanunen- 
setiung der sämmtüchen CeDtrifugalkrJifte be- 
Bchränkt sich daher nach Fig. 365 anf ejne Einzel- 
kraft y = Hya '"* ^ V* Me<o^, im Abstände k = — — rechts von A liegend. 

Ein Massentheilchen von der Länge dt hat die Hasse m = ~ Fdty 

S 
wenn F der Querschnitt des Stabes, y die Dichte. Man kann aber bei der 
Berechnnng von u die selbstvetständlicheD Faktoren Ff' g fortlassen, wenn 
rasa m = dt and ebenso M ^ t = der Länge der Stange setzt. Das Theilchen 
liefert za C, den Beitrag dtay, was wegen y=^xe:a und dt^=dc-t'.a 
geschrieben werden kann: 



Dataus folgt C, =; Imgy = — j \ x'dx ^ -ö»»«- 

Weil nun nach Obigem My, = V' fi, so wird u = *A «■ 

Derartig einfache Fälle kann man auch leicht ohne Anwendung der allge- 
meineo Formeln unmittelbar bebandeln. Dem Theilchen dt entspricht die 
Centrifiigalkraft dtyio^. Die Mittelkraft R der Centrifagalkräfte ist die Summe 
der ^eichgerichteten Kräfte [ih^w'], mithin 
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294 Zweite Abtheilong. ' B. Begchleimigte Bewegung starrer Körper. 
Nach dem Satze der Moment« wbd dann in Bezog anf Ä; 



d. h, ^/t*etu'a= V» <"*»"". wonach u = '/»"- 
DuB die En^ ^/tMai*t durch den Schwerpunkt des DieteckB ABC(Fig. 368) 
geht, folgt anch darans, daea man die Theilkraft ' 
dtyoi' Bchreihen kann 

d. h, proportdonal dem PlächenstMifen ydx dea 
Dreiecks. 

Wirken nnn auf die Stange knne be- 
wegenden Kräfte [K], so müssen die etwa in 
Ä und B angreifenden Achaenwiderst&nde mit R 
im Gleichgewicht« sein. Daher wird 

A = VsS = '/"!'<"'«; B= V»Ä= V» «■<"'■!. 

steht die Drehachse Ä B lothrecht und wirkt die Schwere auf die sieb 
drehende Stange (Fig. 3(i9), ao müssen die Schwere Mg und die Widerstände A 
nnd B zusammen mit R ^ V' ^"»'o im Gleichgemchte 
sein. X= Q erfordert^ dass etwa in ^ ein lothrecht 
aufwärts gerichteter Widerstand A^ = Mg wirke, Ba 
iat femer in Bezug auf B: 




1 



d.h. Jj, = Mp-H^H — 



- + '*y 



2 ya^^g' 



^(-^+It)- 



Es wird der Widerstand £y = t 
unter dieser Bedingang bewegt sich die Stange ala 
ein pbjaisches Eegelpendel; d. h. nicht durch einei 
in Folge der Drehung wird der Winkel 




mathematieche Kegelpendel (S, 69) war <a^ = 

Beispiel 3: Der sich gleichförmig um 
die Achse AB drehende Körper sei eine 
materieUe Dreieckfläche ABC (Fig. 370). 
Dann ist, wenn man die Uasse der Flächen- 
einheit = 1 aetit, M^'/tae, jo = V» " 
mithin die gesammte Centrifngalkraft R 
=:''/> Meoi^ im Abstände u von A. Um 
C, =: Stnay zn hestimmen, bedenke man. 



unverändert erhalten. 



dass C, ^/didy»; 



.y Google 



7. Qleichzettig^ Yerachtebong und Diehimg. 295 

Theilchen eines lothrechten Flächenstreifens haben QbereinatiiniiieDdes x und <fx, 
liefern daher za C, den Beitrag xdx \ydy, = xdx '/tvi^, wenn w die Höbe 



also wird 




Fig. 371. 



Mithin nach Fig. 365 u 






Die entsprechenden Achsenwiderstände werden dann 
A = *lt R = '/ii Mo to' und 

Stellen wir wiederum die Drehachse lothrecht 
(Fig. 311) und lassen die Schwere wirken, eo sind in 
A und B die wagerecbten Widerstände Ay und S^ 
nöthig, fät welche gilt: 

roithin A^ = '/* ß + V' J"? — nnd ebenso B^ ^ */< J 
Wi«denim wird die Befestigimg bei B noiiötliig, wenn 




*/,S = 



■- Vsify — , d. h, für <u= = 



±i- 



7. Gleichzeitige Verschiebung und Drehung eines Körpers. 
a) ArbeitsTermBgen. 

£in Körper drehe sich um eine Schwerpunktsachae, die zur 
^-Achse gewählt werden möge, mit der Winkelgeschwindigkeit lu; 
zugleich werde die Achse mit einer der xz -Ehern parallelen 
Geschwindigkeit u parallel verschoben, Flg. 373. 

und zwar mSge u mit der ^-Richtung 
den Winkel a bilden (Fig. 372). Dann 
setzt sich die gesammte Geschwindigkeit v 
eines Punktes der Koordinaten x, y, z im 
Abstände q von der Achse ans den Einzel- 
geschwindigkeiten M und ßti> zusammen. 

Pig. 372 stellt das Achsenkreuz in zwei Projektionen dar. 
Bildet Q mit der ^Fden Winkel ö, so ist gcostf^t/, Qsiad = z) 
somit zerlegt sich qo} in — zo} und y<o. Die Seitengeschwindig- 
keiten eines Punktes nach den Achsenricbtungen werden dann 
y, = u COS a; Vy = — zfo; v, = ya + u ain a. 
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Daher wird 

v3 = w-C03*a + i*(ij2 + y*«* + 2y(<)u sin a + u^sin^a 
= «* + Q^oi' + 2yWM sin a. 
Das ÄrbeitsTermSgen des Körpers ergiebt sich dann za 

i'C/amO = ^/iMu"^ + yio^Imo"- + 2 ww sin a2my, 
weil M, o> und a für alle Theiiö des Körpers dieselben. Da aber 
die Ebene AXZ den Schwerpunkt enthält, so ist 2'my = 0, mit- 
hin das Arbeitsvermögen 

wenn J das Tragheitsmonaent des Körpers in Bezag anf die Dreh- 
achse. Das Arbeitivermögen setzt sich hiernach aas zwei Theilen 
zusammen, deren einer das Arbeitsvermögen wegen der Verschiebang, 
deren anderer dasjenige wegen der Drehung bedeutet. 

b) Bewegang eines ftvien ESrpers. 
Wirken an einem freien starren Körper beliebige äussere Kräfte 
-AT,, K,, A3 . . ., so füge man im Schwerpunkte S des Körpers 
je zwei gleiche entgegengesetzte Kräfte K hinza. Dann lassen sich im 
Schwerpunkte die den gegebenen gleichgesinnten Kräfte K zu 
einer Mittelkraft R vereinigen, während jede gegebene Kraft K 
mit der entgegengesetzt hinzugefQgten ein Kräftepaar bildet, deren 
Achsenstrecken ein Gesammtmoment 'SR (S. 112) liefern. Der 
Schwerpunkt S bewegt sich nach dem Satze von der liew^ung des 
Schwerpunktes nur unter Einwirkung der Kraft M mit der Be- 
schlennigung pa = R: M. (Wäre etwa R unveränderlich nach 
Grösse und Richtung, so würde der Schwerpunkt eine Parabel 
beschreiben, S. 59.) Das Achsenmoment 'SU bewirkt aber noch 
eine Drehung um den Schwerpunkt. Denkt man sich nan mit dem 
Schwerpunkt ein Achsenkreuz verbanden, welches dessen Bewegung 
völlig mitmacht, aber stets der Anfangslage parallel bleibt, so kann 
man die Drehung des Körpers auffassen als scheinbare Bewegung 
gegen dieses, mit der Beschleunigung po sich verschiebende Achsen- 
kreuz. Diese Bew^ung kann dann betrachtet werden wie eine 
Drehung um den festli^enden Schwerpunkt, wenn man an allen 
Punkten des Körpers die entsprechenden Ergänzungskräfte [ — mp^ 
anbringt Weil diese sich gleichmässig über die ganze Masse ver- 
theilen, so liefern sie eine Mittelkraft — Mp^, die durch den 
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Schwerpunkt geht, daher auf die Drehang nm ihn keinen Einflnss 
haben kann. Die Drehung geschieht also gerade so, als ruhte der 
Schwerpunkt. 

Ist nun die durch den Sdiwerpunkt gellte Achsenstrecke des 
Gesammt- Kräftepaars äW eine freie Achse und hat der Körper 
anfänglich keine Drehang um eine andere Achse, so wird die Dreh- 
achse ihre Richtung im Räume und im Körper nicht Andern, und .der 
Körper wird sich um diese Achse des Oesammt-Kräftepaars 'M gerade 
so drehen, als wäre sie eine festgehaltene Achse. Denn hielte man sie 
thatsächlich fest, so wflrden die Widerstände des Festhaltens wegen 
dieser Eigenschaft der freien Achse (S. 289) zu Null werden. Die 
Drehung um diese Achse erfolgt dann mit der Winkelbeschleunigung 
£ =s= SW : J. — Dies trifft zu für eine gleichartige Kugel unter 
Einwirkung beliebiger aber gleichbleibender Krü-fte, wenn sie 
zu Anfang keine Drehbewegung um eine andere Achse als die 
Atdise des Gesammtmomentes SR hatte. Der Schwerpunkt be- 
schreibt eine Parabel; die Achse ^ verschiebt sich mit dem 
Schwerpunkte and bildet, weil jeder Durchmesser eine freie Achse, 
fortwährend die Drehachse für den Körper. — Ist aber die Achse 
SK durch den Schwerpunkt keine freie Achse, oder ist zu Anfang 
schon eine Drehung nm eine andere Achse Torhanden, so ändert 
die Achse, nm welche die Drehung geschieht, fortwährend ihre 
Richtung im Körper und im Kanme; es entsteht neben der Be- 
w^nng des Schwerpunktes, die hierdurch nicht berührt wird, im 
Allgemeinen eine unregelmässig wirbelnde Bewegung um den Schwer- 
punkt, die 80 verwickelt ist, dass sie an dieser Stelle nicht weiter 
behandelt werden kann; man kann solche Bewegung beobachten, 
wenn man einen Stab so fortwirft, dass er eine Drehung um eine 
schief zu ihm liegende Achse mit anf den W^ bekommt. Wird 
ein Stab (Speer oder Ger) in der Mitte erfasst und in wagerechter 
Lage so fortgeworfen, dass er keine Drehung auf den Weg bekommt, 
so beschreibt sein Schwerpunkt — ^ abgesehen von der Wirkung des 
Luftwiderstandes — eine Wurfparabel; die Stange erfährt, weil 
2ß = 0, keine Drehung, sondern bleibt immer ihrer Anfangslage 
parallel, stellt sich aber nicht etwa tangential zur Warflinie. 
Anders ist es mit einem gespitzten und gefiederten Pfeile; dieser 
wird durch den Luftwiderstand stets so gedreht, dasi seine Längen- 
richtung ziemlich tangential zur Wurflinie sich stellt 
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e) Rollbcwegnog anf seMefer Ebene. Fuhrwerke. 
BewegoDg «kne Berfteknchti^iig des BoUwiderstande«. Hat 

ein UmdrehangskOrper eine Winkelgeschwindigkeit o« rechtsfaenim 
nm seine geometriscfae Achse und wird er gleichzeitig rechtwinklig 
zur Achse mit der Geschwindigkeit u = roi nach rechts ver- 
schoben, so setzen sich die Geschwindigkeiten der verschiedenen 
Punkte eines Kreises vom Halbmesser r ans den 
Einzelgeschwindigkeiten r<u rechtwinklig zum pi„ 373 

Drehungshalbmesser und u = roi zusammen. An 
dem Punkte Ä (Fig. 373) ist dann die Gesammt- 
geschwindigkeit v = 0. Bringt man den KOrper 
an dieser Stelle mit einer Ebene in Berührung, 
welche mit u and der geometrischen Achse des 
Körpers parallel ist, so wird der Ümdrehungs- 
kSrper sich g^en diese Ebene in der Art be- 
wegen, dass die Berflhrungsstelle fortwährend wechselt, dass an der 
Berührangsstelle aber stets die relative Gleitgeschwindigkeit Null 
ist. Eine solche Bew^nng nennt man eine Rollbewegiuig. Andere, 
ebenfiills aus Drehung und Verschiebung zusammengesetzte Be- 
w^nngen, bei denen aber die Bedingung roi = u nicht erffillt ist, 
erscheinen äusserlich ebenfalls wie BoUbewegungen, sind es aber 
nicht, sondern sind, weil an der BerQhmngsstelle die relative 
Gleitgeschwindigkeit nicht gleich Null, Gleitbewegungen sich 
drehender K&rper auf einer Ebene. Für die Kräfte nnd damit 
auch für die Gesetze der Bewegung ist es von massgebender 
Bedeutung, ob die Gleitgeschwindigkeit an der BerQhrangsstelle 
Null ist, oder nicht. Im ersteren Falle kommt nämlich die 
Reibung im Allgemeinen mit einem Betrage T^fNvn Wirkung, 
während, wenn » nur im Geringsten von ro> abweicht, der volle 
Betrag der Reibung wirksam wird. 

An dieser Stelle behandeln wir die reine Bollbewegung and 
werden die Gleitbewegui^ S. 304 besprechen. 

Das Arbeitsvermögen der Bollbewegung ist nach S. 296 
VsJ/"*+ ^libflJ, oder, wenn u die auf den Halbmesser des 
Rollkreisea r bezogene Masse (wegen rw = u): 
1) yi{M^fi)uK 

Wird ein UmdrehungskOrper (Cylinder, Keif oder Kugel) mit 
der Geschwindigkeit Null auf eine schiefe Ebene gesetzt und lediglich 
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der Einwirkung der Schwere Mg nnd des Nonnalwiderstandes N 
der Ebene fiberlassen, so wflrde er unter Annriime Tölliger GlKtte 
nicht in Drelinng gerathen können, weil Mg nnd N beide durch 
den Schwerpunkt gehen; es wfirde derKOrper also eine beschleunigte, 
rein fortschreitende (rleitbew^ung ausfUtren. In Wirklichkeit 
setzt sich ein Reibnngswiderstand T dem Gleiten entgegen, und 
wenn dieser in der erforderlichen G-rOsse zur Wirkung gelangen 
kann, so wird er das Gleiten verhindern und eine BoUbewegung 
erzengen, unter welchen Bedingungen dies geschieht, bleibt noch zu 
untersuchen. Daher setzen wir zunächst voraus, dass eine Tollkommene 
Rollbewegung stattfinde, welche entweder durch Reibung erzeugt, 
oder durch einen um den RolUaeis geschlungenen, von A aus auf 
der Ebene nach oben hin gerade gestreckten und an ihr befestigten 
Faden, oder endlich durch eine Verzahnung von Rollkreis und Bahn 
erzwungen werde. Dann wird durch eines dieser Mittel die für 
das Rollen erforderliche ümfangskraft T geliefert. 

Beginnt die Rollbewegung mit der Geschwindigkeit Mull nnd 
ist die Geschwindigkeit des Schwerpunktes, nachdem dieser um k 
gesunken, v geworden, so ist die Zunahme an Arbeitsvermögen 
*h{M+ fi^u^. Arbeit wird nur von 
der Schwere im Betrage Mgh ver- 
richtet, denn N und T greifen an der 
BerQhrungsstelle A an, deren Ge- 
schwindigkeit Null ist. Hiernach muss 
'/i {M + fi) v'^ = Mg k sein, oder 



Fig. 374. 



2) 







M 

Will man die Bewegung in ihren Einzelheiten kennen lernen, 
so muss man die Beschleunigungen beider pj» 375 

Einzelbewegnngen berechnen. Zerlegt man 
Mg in Mg sin a und Mg cos a , so muss 
3) N = Mg cos a 

sein, weil der Schwerpunkt sich geradlinig 
bewegt, d. b. keine Centripetalbeschleunigung 
erffihrt Die Beschleunigung p des Schwer- 
punktes erhält man nach S. 142, indem man T an den Schwerpunkt 
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verschoben denkt, mitbin ist Mf = Mg sin a — T. Weil T noch 
unbekannt, ist eine zweite Gleichung erforderlich. Da in jedem 
Augenblicke v = rox, so mnss das gleiche Verhältnis auch för die 
Beschleunigungen gelten, d. b. rE = p. Weil nun die Umfangs- 
beschleunigung r£=p von 2" herröhrt, so ist nach GL 4, S. 277: 

^p= T. 
Führt man dies in obigen Ausdruck fQr Mp ein, so ergiebt sich 
schliesslich 

Mgivaa gtma 

4) .P — «-", - = • 

-M^ + i" 1J.Ü 

d. h. die treibende Seitenkraft der Schwere Mg sin a ist nicht 
allein durch die Masse M, sondern durch die Summe M + fi za 
theilen, da sie nicht nur die fortschreitende Masse M, sondern 
zugleich die Schwangmasse p. zu beschleunigen hat 
Hiermit ist auch die ümfangskratt T bestimmt zu 

S\ rp_„,,_ MMgaina Mgaina 

5) T-^p- ^^^^ = ^^^. 

Soll nun die KoUbew^ung allein durch die Reibung, ohne sonstigen 
Zwang gesichert sein, so muss Tl^.JN^fMgm9a sein, oder 
fi Mg sin a ^ , „ 

Das giebt, nach a aufgelöst: 

6) ^a<Lf[l + fi. 

Genügt die Neigung der schiefen Ebene dieser Bedingung, so ist 
Rollbewegung möglich. Bei zu grosser Neigung ist /^j; cos a zu 
klein, um die der gi'ossen Scbwerpunktsbeschleunigung p ent- 
sprechende Umfangsbeschleunigung zu erzeugen; es wird dann eine 
Gleitbewegung entstehen. 

Natürlich ist die betrachtete Rollbewegung nur mSglich, wenn 
die WirkuDgsebene der Kräfte N und T durch den Schwerpunkt 
geht. Es findet dies statt beim Cylinder, beim Reif, bei der Engel; 
nicht beim Eegel, wohl aber bei einem Doppelkegel und allgemeiner 
bei jeder Achse, auf der zwei symmetrische Umdrehungskörper als 
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RSder befestigt sind. Da beim dfinnen Reif U'= M, beim Gjlinder 

fi = '/a JU, bei der Kugel fi = 0,4 M, so wird 

för den Reif: 

v = 0,im'f2~^ = 'fffh; p='/2ff9ina; T=yiMffSma; tga^2f; 

für den Cylinder: - 

fflr die Kugel: 

v=0,MsV2ffh; p= V7^8ina; T='/iMffSma; tga^3,s/. 
Dagegen wQrde ffir reibungsloses Gleiten gelten 
V = 1^2 ffh; p = gsiaa. 

Keif, Cylinder und Kngel, auf schiefer Ebene neben einander 
los gelassen, bew^en sich hiernach mit verschiedenen Geschwindig- 
keiten. Die Kagel eilt am meisten, u. zw, sind dabei die Dorch- 
messer ohne Einflnss; nur auf die Form der Körper kommt es an. 
Hierbei wurde kein Rollwiderstand vorausgesetzt, der natörlich die 
Ergebnisse ändern moss. 

Wird der Körper in eine aufwärts gerichtete Rollbewegung 
versetzt and der Schwere fiberlassen, so könnte man auf den ersten 
Blick vielleicht meinen, der Sinn der Reibung T mOsste sich mit 
der Umkehrung der Bewegung ebenfalls umkehren. Dies wäre 
Jedoch ein Trugschlnss, denn an der Berührungsstelle findet ja 
weder in der Richtung aufwärts, noch abwärts ein Gleiten statt, m^ 
der Körper aufwärts oder abwärts rollen. Dass vielmehr T beim 
Aufwärtsrollen denselben Sinn behalten muss wie beim Abwärts- 
rollen, erkennt man aus Folgendem: Beim Aufwärtsrollen wird die 
Arbeit der Schwere negativ, somit muss die 
Bew^nng des Schwerpunktes verzögert sein, und 
Gleiches folgt hieraus fflr die Drehbewegung. 
Damit aber die einzige Drefakraft T beim Auf- 
wärtsroUen eine Verzögerung der Drehung erzeuge, 
muss sie (Fig. 376) aufwärts gerichtet sein. ^ Da 
nun die Kräfte jetzt genau dieselben sind wie 
beim Abwärtsrollen, so gelten auch ifa p, T 
und tg a dieselben Gleichungen wie beim Abwärtsrollen. 
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Geschieht die Boltbewegong moht anf einer schiefen Ebene, soBdem im 
unteren Theile einer CjlinderäScbe vom Halbmesser if -|~ '' "'^^ wagerechten 
Erzengenden (I^lg, 377), so ist die Geschwlndig- 
toit des Schwerpunktes in der Zwischenlage P 
nach der wich hier gültigen GL 2 (S. 299) 



Fig. 377. 






L«) 




wenn die Bewegung bei A mit der Oeschwindi^ 
keit NoU begann. Bei einem mathematischen 
Pendel von der Fadenlänge R würde 

Bi = \/ igR (cm » — cob"^ sein. 

Die Vertanschnng des einfachen Pendels mit einem hin nsd her rollenden 
Körper ist also (wegen der Verkleinemi^ der Besohlennigang des Schwer- 
pnnkteB, S. 300) gleichbedeutend mit einer Ersetzung der Fallbeschleunigung g 

durch den kleineren Werth g:\\ -\--^)\ mitbin wird die Dauer einer kleinen 

einfachen Schwingung sein 



') 



-iWi 



Fig. 378. 



Bewegnng der Fahrwerke mit Berficksiehtigung des Boll- 
widerstudes. Tragen die auf schiefer Ebene rollenden Räder Yon der 
Gesammtmasse M ein Fubrwerk vod der Hasse M^, welches nur 
an der Verschiebung mit der Beschleunigung p Tbeil nimmt, 
80 denkt man sich zur Berechnung der letzteren die Masse 3f, 
zunächst an der Achse des rollenden EOrpers 
reibungslos aufgehängt. Die Oelenkstange zur 
Aufhängung nimmt dann im relatiTen Ruhe- 
zustände gegen die Achse des rollenden Körpers 
eine Richtung an , welche von der Recht- 
winkligen zur schiefen Ebene nm einen Winkel 
ß abweicht (Fig. 378), Nennt man die Spann- 
kraft der Stange, die zugleich den Druck auf 
die Achse bedeutet, D, so mtlssen D und ß 
so bestimmt werden, dass M^ nur an der Ver- 
scfaiebnngsbeschleunigung p Tfaeil nimmt. Ersetzt man die Stange 
durch die Kraft D und zerl^t die an Mi wirkenden D \ra.i M^g 
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parallel zur Ebene and rechtwißklig dazu (Fig. S79), so wird 
D fXß ß = M^g cm a, ferner Mip = Mig sin a — D sin ß 
oder D sin ß = Miff sin a — JUip. Darausfolgt 



tg^=tga- 



ff cos a 



8) D^M,, 



r y I — 2 sin 



r + ^ 




An dem rollenden ESrper wirken nun die 
in Fig. 380 angegebenen Kr&fte, wo M das 
gesammte, aus Zapfenretbung und Rollwiderstand 
herrQhrende Moment bedeutet Nach S. 252 ist 
SR = ^I^Dfd + Ne, wenn d der Zapfendnrchmesser, e der Ann 
des Bollwiderstandes. Dann gilt för die Beschleunigang p des 
Scbwerpunlttes 

Mp = Mg sin a + 1> sin /3 — T oder 
9) Mp = Mgii'aa+ Jf,^aina — jtfip — T; 
und ftr die ümfangsbeacbleonigung der 
Drehung nach S. 277 

3Ä 
fip = T ^ , oder 



r=/.p + ± 



Dfd 
-2R 



Ne 




wenn R der Halbmesser des Bollkreises. 
Setzt man dies in 61. 9 ein, so ergiebt sich 

(M+ M,+ fi)p = {Mg + M^g) sin a 



Dfd 
2R " 



Ne 



Diese Gleichung ist nach p nicht ohne Weiteres aufzu- 
lösen, weil in D nach Gl. 8 die Grfisse p ebenfalls noch vorkommt 
Für alle wichtigen Fälle aber, in denen ein Fuhrwerk frei läuft 
ist a und darnach auch p : g nur klein im Verbältnisse za Eins, 
so dasB man mit genflgender Annäherung D = Mig setzen kann. 
Daher wird der Z^pfenreibnngswiderstand Mygfd:{iR), und weil 
JV= (Jf + Mi)g cos a, der Kollwiderstand {M-\- M{}g cos «• e : R, 
wobei IDr schwache Neigungen cos a mit Eins vertauscht werden darf. 

Führt man aber, wie S. 254, wiederum die Gleichgewicbts- 
Neignng «q ein, welche so beschaffen, dass wenn a = Oo ;> = ist, 
so wird die Summe der beiden Widerstände wieder gleich mit 
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(M + Mi)g sin a,,, und wenn man dann noch, wie froher (S. 253), 

sin a mit a vertauscht, so entsteht 

10) {M+M, +ft)p = (M^-M^)0(a~a„), 

worin auf der linken Seite die Beschleunigang p mit der Summe 

der drei Massen multiplicirt erscheint, welche an der Beschleunigung 

p Theil nehmen (ebenso wie bei der Fallmaschine, S. 285). 

Beispiel: Für einen Eisenbahnwagen anf schiefer Ebene sei Mg = 2000, 
J^ijj = 8000, fig = 1000 Iw, a = l : 200, Oo = 1 : 400. Dann wird, wenn 
man auf beiden Seiten der GL 10 statt der MaBseu die Gewichte einfOhrf^ 
11 000p = 10000 j. V«« oder 

Ohne Geschwindigkeit loagelae«en, wird der Wagen in 10 Seinmden eine Strecke 
Vip('=l,i<° zorttcbgetegt haben, innerhalb einer Uinnte aber 36 mal so 
viel, nämlich S9,e m. Der Wagen läoft anf dem Get^e I : 200 anter Einflaas 
der Widerstände ganz so, als ob er widerstandslos sich anf einem um Og 
scbwächereD Geiälle 1 : 100 bewegte. 

d.) Oleitbewe^ng sich drehender ESrper auf schiefer Ebene. 

Beim Kollen, wo die Geschwindigkeit des ECrpers gegen die Ebene - 
an der Berübrungsstelle Null ist, tritt der Keibangswiderstand nur 
in derjenigen Grösse auf, die erforderlich, um das Gleiten zu Ter- 

hindera Ist daher (G1.6,S.300) tgtK/fl +^,ao ist T<:/N; 

sind aber die anfänglichen Einzelbewegnngen so beschaffen, dass an der 
Berührungsstelle ein Gleiten stattfindet, so tritt die Eeibung in der 
Grösse fMff cos a auf; doch wird 
nach einer gewissen Zeit die Gleit- ^- ^°^- 

bewegung in eine Rollbewegung 
fibergehen, wenn die Bedingung fär 
eine solche (Gl. 6, S. 300) erfüllt ist, 
und in diesem Augenblicke verändert 
sich dann die Reibung plötzlich. Der 
ümdrehungskörper habe zu Anfang 
(Stellung 1 in Fig. .?81) eine Drehung 
mit derümfangsgeschwindigkeit rWg, 
eine Geschwindigkeit des Schwer- 
punktes c und werde mit diesen Geschwindigkeiten anf die schiefe 
Ebene gesetzt, so dass an der Berflbrungsstelle die Gesammt- 
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geschwindigkeit c — rii}^ entsteht Es sei o- roj^, dann wirtt in 
Fig. 381 der ReibungBwiderstand /Mff cos a abwärts, die Seiten- 
iraft der Schwere Mg sin a ebenfalls abwärts. Der Schwerpunkt 
erfährt dadurch eine abwärts gerichtete Beschlennigong 

1) p = g{f eosa + sin a) . 

Die Drehung erfUhrt nach S. 277 nnd unter Vemacblässigung des 
Bollwiderstandes eine TJmfangsbeschleuiiigung 

2) re=/ — ^cosa. 

In t Sekunden entstehen die Geschwindigkeits-Änderungen 

c — V •= pt und r (&> — Wo) ™ ''^' 
mit dem Verhältnisse 

3) -^^^ ^. 

rm — roiff r£ 

Soll nun V diejenige Geschwindigkeit des Schwerpunktes sein, 
bei äet die BoUbewegung beginnt (Stellung II, Fig. 381), so muss 
ro) = V eingesetzt werden. Hiermit liefert die letzte Gleichung, 



nacb 


1 V aufgelöst: - 


p + re 


= ' 


lie Zeit t^ 


, nach welcher 


das 


Rollen beginnt, 


ist dann ^i = - 


P ' 


oder nach Einsetzen von v 


4) 




*i "=4F 


ir^ 







p + re 

Nach dieser Zeit t^ ist die Geschwindigkeit an der Berührungs- 
stelle Null, und die Beibung wechselt ihren Sinn. Ist nun die 
Bedingung 61. 6, S. 300 erfüllt, so wird eine BoUbewegung an- 
treten. Andernfalls wird die Gleichheit der beiden Qeschwind^keiten 
V und rio nur einen Äugenblick währen, aber sogleich wieder auf- 
hören, weil die Beibung nicht hinreicht, sie zu erhalten. — FQr 
rtUo >- c wechselt die Beibung ihren Sinn, es wird 

^ = ^ (sin a — /cosa), r« = — / — ^r cos a und 

(', = — " , wie man leicht findet 

re-p 

Beiapiel 1: Eine Engel ron 0,i «> HalbmeBser werde nach f^. 381 mit 8 " 
Beknndlich«r Oeschwindi^eit des Schwerpunktes nnd 3 » Umfangsgeschwindigkeit 
der Drehbewegnng aof eine mit a = Viii ansteigend« Bahn geworfen. Die 
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anföngliche Gleitgeschwindigkeit ist daher 6 — . Die BeibongszitTer betrage 
/=0,.. 

In diesem Falle ist cos a annähernd ^^ 1 zn setzen, sin a=^0,i, Jf=2,i/i 
(S. 273), mithin p = j,(0,t + 0,i) = 0,s5i r* = ff ■ 3,»0,» = O.ij. Die Ge- 
BChwindigkeit, mit der das Bollen beginnt, ist v == 5,n ^ ; die entaprechende Zeit 

' ~ o,«p ~ '" ■■ 

In diesem Aageablicke fenaiDdert sich die Reibnng nach Gl. -'), S. 300 auf 

während sie vorher V* ^S betrog. Die Veraögerong der BoUbewegung wird 
nnn (GI.4, S.300) p = V? sin a = 0,inu3=0,7. Die Geschwindigkeit wird Null 
nach weiterem Verlaufe Ton 5,7t : 0,t i= 8,t «■ , wäh- 
rend dessen (nach Gl. 3, S. 12) 5,j»- 4,i = 23,»™ Fig. 382. 
zurückgelegt werden. Von dieser Stelle an rollt 
die Kugel mit der Beschlennigung p = 0,i — rück- 
wärts, soweit die Bahn reicht Die Geschwindig- 
kettagesetze sind in Ftgar 382 dargestellt. Die 
obere Linie bezieht sich auf den Schwerpunkt, die 

untere aof die Umfangsgeschwindigkeit der Drehung; beide treffen sich beim 
Begimie des Bollens. 

1 a. Hat die Bahn keine nennenswerthe Neigung, ist also a = 0, so wird 
die Verzögerung des Schwerpunktes p ^ 0,t jt; die Umfangsbeschleonignng der 
Drehung re = 0,is. Die Geschmndigkeit, mit der das Bollen beginnt, wird 
dann V ^ ß,« — , die entsprechende Zeit (, = 0,*i4>-. Mit der Geschwindig- 
keit V setzt die Kugel die Bollbewegang gleichmässig fort, wenn kein Roll- 
widerstand sie verzögert 

BerQcksichtignngdes Rollwiderstandes. Während des Gleitens 
wird nach S. 248 

(«V n 
/ - -j — ff eos a 

lu setzen sein, während des Rollens , 



Letzteres gieht för n ^ 0, < = 0,i i"», r ;= 100 """ eine Verzögerung 



__9_ 

700 



1 b. Ein Umdrehungskörper, z. B. eine Kugel, kann auch anf wagerechter 
Bahn so (ortgeworfen, fortgeschnellt, werden, dass sie nach einer gewissen 
Zeit zurückrollt (Billardkugel). Giebt man ihr eine grosse Drehnngsgeachwindig- 
keit («0 links hemm und wirft sie mit nicht ta grosser Geschwindigkeit c nach 
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Fig. 383. 



rechtfl fort (Rg. 383), bd erführt de anter VemachlSssigong des Rollwidetatftndcs 
eine Terzögerung dee Schwerponktea p ^ fg, eine TJmfangsverzögerang 
Ts^fgMin; also /irc^ Mp. Ist v die Geschwindigkeit, mit der das 
Sollen beginnt, so masa diese nega- 
tiT, d. h. ntLch links gerichtet Bein, 
denn während des Rollens auf wage- 
rechter Bahn kann eine Änderung dee 
Sinnes der Geschwindigkeit nicht mehr 
vorkommen. Ist t, die Zeit, nach der 
das Znrückrolleu beginnt, so wird ,_ 




piitliin V = 



p-r' 






p + rt ■ 



Soll nun die Kugel rückläufig, also ir >■ sein, so muss pT<a„>- « r e oder 
/iruiQ > J^'i ^o ''*i *""" Kogel mit /i = 0,4 <J/ rwo > ''»"i sein. 
Es lässt sich sogar erreichen, dase v >■ e wird, d. h. daes die Kugel schneller 
jorüokrollt, als sie fortgeworfen wurde. Dazu muss 



•(■ + '^) 






T Kugel r 



Fig. 384. 



Ic. Sollen der ursprünglich ruhenden Kngel durch 
eine grosse, nur sehr kurze Zeit c„ wirkende Kraft P 
solche Geschwindigkeiten rai„ und e ertheilt werden, 
daas ein Zurückrollen eintritt, dass also fiTio^> Me 
wird, so sind dazu Beschleunigungen rig und pa er- 
forderlich, die in der Zeit i„ die Geschwindigkeiten rain 
nnd e hervorbringen; es muss also auch ßre^^^Hpa sein. 

Auf die Kugel wirke die Schwere ilg, der um den 
Beibuugswinkel fi tos der Normalen abweichende Ge- 
sanuntwiderBtand W der Bahn und die gesuchte Kraft P. Die Mittelkraft R 
dieser drei moss wagerecht gerichtet sein, da die Beschleunignng ^ des Schwer- 




Fig. 385. 



pnnktes wagerecht sein soll (Fig. i 
die Lage von R sich unterhalb des Schwerpunktes 
befinden (etwa nm Q, dann wird ;i r Cq = A I : r und 
JWpi,i=fi, wobei I>r sein muss, damit ^r £„ > ^Pn 
werde. Gegenäber der grossen Kraft P möge das 
Gewicht der Kngel vernachlässigt werden. 

Der Punkt B (Fig. 385), an welchem der 
Druck P anf die Engel ausgeübt werden soll, möge 
durch den Mittelpunktswinkel a bestimmt sein. Übt 
man die Kraft P aus, indem man mit einem leder- 
heschlftgenen Stabe bei B in der Bichtnng BC \\ 

gegen die Kugel stösst, oder indem man mit der c^ » 

Hand an der Kugel (bei B sie berührend) abwSrts 

schlägt, so wird der Stab bezw. die Hand an der Kngel gleiten imd die 
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BichtuQg des Drackea P tod der Nonnalen ÜB um den Reibongswinkel ^j, 
der fflr Engel and etossenden ESrper gilt, abweichen. Soll nnn der Sclinitt- 
pnnkt von W tmd P nnterbBlb der Kugel liegen, ao ihubs a — ?>, > ji und 
zugleich jo, >■ '/i a Bein, worans folgt 

« > p -j- fi nnd a <r 2 pi . 
Der Winkel a mnBB «lao zwischen den Grenzen f -)- y, und 2 (s, liegen, und 
es muss (s, > p sein, d, h. der Körper, mit dem der Druck P «nsgeObt 
wird, mos» rauher sein als die Unterlage der Kngel. Ist z. B. /= 0,t (;> ^ 1 1 "), 
/, = 0,1 (p, = 39»), Bo mnas a iwiBchen 50 und 78" Uegen; ea würde daher 
o = 60* der Bedingung entsprechen. 

Zerlegt man ddo den Drack P in einen Normaldruck K nnd die Keibong 
/", ff, W in JV nnd /JV, zerlegt femer K nnd 
/iK nach w^erechter und lothrecbter Richtung, 
ao wird (Hg. 3S6), da in lothrechtem Sinne keine 
Vergchiebung erfolgt, ^^=^^(008 a 4-/i sin ")■ 
Dann ergiebt sich als Beachlennigong dea 
Schwerpunktes nach rechts 

K^a— f.K cos a—/N , 
Po = -hl ^— oder 



Po= —(sin«—/, cos a— /cosa — //,aina) 
nnd die Umfangabeachleunigung der Drebnng 



Rg. 386. 




_ AK~/N _ 



^(/.~/cc 



-/A^ 



a). 



Pftr das Zurückrollen beateht nnn die Bedingung ^ r «„ > p^Af; da nnn 
P(, oud r tg beide mit ^ veihftltjus^eich sind, so kommt es anf die Qröese 
von K nicht an, sondern nur anf die Winkel a, tp nnd {?,. Eine Veränder- 
lichkeit der Grösse Ton K, wie sie beim Stoaae beateht, bringt keine weaeut- 
liche Andemng. 

Eb aei a = 60», /=0^, /i = 0,» nnd beiepiebweise K=20Mg, 
dann wird 

p, = 20 p. (0,«M — 0,1 ■ 0,t — 0,1 ■ 0,» — 0,1 ■ 0,a ■ 0,im) = «,1 ; 
reo = 50j{0,B — 0,1 ■ 0,i — O,« • 0,t ■ 0,im) = 275. 
Wie es aein mnsate, iat rio >■ 6 po. 

Wirkt die Khlft K=20 Mg nebat der entsprechenden Beibong /,Jir nur 
Vn Sekunde, ao braucht man die Verschiebung ihres Angiifipunktes nicht za 
herUcksichtigen.. Es'Wird dann « = 44,i ■ V">^2,u, roiQ ^ 13,ti. Hit diesen 
Geschwindigkeiten "wird sich die Kngel nach dem AnfhSien der Krfifte JC und 
/jf 1)ewegeu nnd wird, da nnn p ^0,% g nnd rt=^O^g, zorSckrollen mit 
der Geach windigkeit „ lo, o« 



das Gleiten währt im Ganzen 



0^ + 0,1 
~ P + r 



1^- 



2^; 
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7e. Beschleonigte Schranbenbewegnng. 



Fig. 387. 



Die Umk«hi der Engel erfolgt übrigens schon während des Gleitens. Nach 
der Zeit (=: e : {Jg) = %ii : I,h> = 1,1« Sek. und nachdem die Engel sich 
nm »' = 2,1» ■ 1,1t ■ 0,1 = 1,»T n nacb 
rechts bewegt hat, ist die Geschwindig- 
keit des Schwerpunktes nach rechts 
Null geworden, kehrt dann während des 
It«8teg der Gleitzeit, d. b. während der 
Zelt (" = 2,84 — l,n '= 1,10 Sek. nm 
j' = 2,M -l,!« -O,» = 1,1 » gleitend 
ntkch links znrück. An dem nm 0,it " 
links ?on der Änsgangsstelle gelegenen 
Fonkte be^nt erst das Bollen, welches 
sich dann mit der Geschwindigkeit S,» ™/i. fortsetzt Fig. 387 zeigt die 
Geschwindigkeitsgesetze der Bewegungen. 

Beispiel 2; Wirkt anf eine aof wagerechter Ebene anfänglich rahende 
Engel eine wagerechte Eraft K, die nm 1 oberhalb des Schwerpunktes liegt, 
nacb rechte ond soll eine Bollbewegnng entstehen, so ist am A-oflager- 
pnnkte ein Widerstand T erforderlich, den wir nach links gerichtet annehmen 
wollen (Fig. 38S). Die Beschlennigmig des Schwer- 
punktes p (S. 142) und die Winkeibescbleunigong e der Yia. 388 
Drehnng (S. 276) werden dann 




Kl H 



Tr 



Für Bollhewegong muaa nnn ri =^ p sein, oder 

Eßr — Tpr = KMl + TMr. 
Hierans bestimmt sich 




Für i = wird T: 
nimlicb T: 



Ä- : (l 4- — ) = V' ff- Für I = 1- wird T negatiT, 
r ■ = — '/' -ff- SoL aber die Kraft K ohne jede JDtT 

wiikong von T, d. h. auf völlig glatter Ebene eine Rollbewegung erzeugen, 
soll r= sein, so wird i : r = ^ : ^= 0,«, d. h. i = V"- I» ^«ser Höbe 
darf eine Engel beliebig heftig gestossen werden, ohne dass sie nnten gleitet; 
sie wird sofort eine Bollbewegnng be^nnen. 

e) Beschlennigte Sehraabenbeweg^ng. 
Die Schraubeobewegung besteht aus einer Drehung am die 
Achse der Schraube and einer gleichzeitigen Verschiebai^ länga der 
Achse. Sind die Geschwindigkeiten dieser Bewegungen <» und u, 
80 ist das Arbeitsvermögen der Schraube yiJm^+ yiMu^ 
(S. 296). Weil aber bei der Schraube vom mittleren Halbmesser r, 
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310 Zweite Abtheilung. B. Beschlennigte Bewegong starrer Edrper. 

dem Steigangswinkel a der mittleren SchraiibeDlinie und der Gang- 
höhe A 2rJrtga = A, 80 ist auch ra»tga = w, also mit J=fir^ 

1) 

Hiemach wflrde man fflr eine ideelle Schraube leicht den Satz 
der Arbeit anwenden kennen. Der bei wirklichen Schrauben sehr 
bedeutende Einfluss der Beibung kann aber (nach A. Bitter, Techn. 
Mechanik) am leichtesten berQcksichtigt werden, wenn man die 
Beschleanigungen der Einzelbewegnngen berechnet. 

Die Schraube sei flachgängig und oben mit Schwungkugel- 
Armen versehen (Fig. 389). Solche Schrauben kommen in Präge- 




werken und in Hüttenwerken (zum Zerbrechen von Eisenstäben) vor. 
Die Schrauben werden durch Arbeiter in die Höhe gedreht und sind 
nicht selbsthemmend, vielmehr gewinnen sie durch ihr Gewicht 
(z. Th. anter Nachhülfe der Arbeiter) ein gewisses Arbeitsvermögen, 
welches dann zum Zerbrechen verbraucht wird. Die treibende Kraft 
sei allein die Schwere Mg. Ein Theilchen der Schraubenmutter 
leistet beim Abwärtsgleiten einen Widerstand d W, der um a — <p 
von der Achsenrichtong abweicht 

Der Schwerpmikt der Schraube kann sich nur geradlinig 
bewegen; die Beschleunigung p des Schwerpunktes folgt aus der 
Gleichung 
2) Mp-=Mg — cos (a — 9?) J"d fV. 
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7e. Beschleunigt« Schranbenbewegüng. 311 

Die wagerechten Seitenkrätte sin (a —<p)dW bilden das treibende 
Eräftepaar für die Drebung; es wird (S. 237, Gl- 4) 

fire = sin {a — (p)JdW. 
Weil aber riatga = «, so muss aucb reiga = p sein, mithin 

3) fip = igasm{a-~<f>)SdW. 
Entfernt man aus Gl. 2 und 3 die Grösse /dlT, so wird 

4) p = L . 

1 + -'' 



M tgatg(a — 9») 
Ist die Schraube in aufwärts drehende Bewegung versetzt und 
wird sie dann der Wirkung der Schwere überlassen, so kehrt die 
Reibung ihren Sinn um, es ist — (p mit -\- q> za vertauschen, und 
die Verzögerung der aufwärts gerichteten Bewegung wird 
9_ 



5) 



1 + ^ '- 



M igai^{a + <p) 
Bei einer Spindel mit Schwungkugeln wird nun das Trägheits- 
moment wesentlich von diesen geliefert, und es ist, wenn die 
Scbwungkugeln zusammen die Masse M^ haben und im Abstände 
R von der Mitte sich befinden, annähernd J= MiB^; dann wird 
fir^ = M^ R- und, weil R : r meist gross, auch /x sehr gross gegen 
M. Ausserdem sind, wenn auch a >■ ^ ist, tga, tg(a — <p) und 

WiaA-qi) immer ziemlich kleine Erflehe, so dass -rr^ -, : — -. — ^^ — r 

^^ ' ^' ^ M tgatg(a + 9j) 

gegen die Einheit so gross wird, dass diese dagegen verschwindet 

Daher kann man mit grosser Annäherung statt der OL 4 und 5 

die einfachere Doppelformel 

6) p = 9 — tg " tg (a + p) schreiben. 

Beginnt die Bewegung mit der Geschwindigkeit KuU, so ist, 
nachdem die Schraube um h gesunken, 

7) t-s = 2p A. 



-Mpph. 



Beispiel: Das Geaammtgewicht der Schraube betrage 300 
Schwimgkngeln 300 *K kommen mögen. AusBerdem sei tgf)=/— 



.y Google 



312 Zweite Abtheilong. B. Beschleani^e Bewegang stiirrer Eörper. 

fi = 20 r. Dann iet tg (a — (o) = 0,»8, tg (a -f- (o) = 0,im Ferner ist mit 

genBgender Geiuwigkeit ^r' = V»'f^Ä', (Uh« /» = "/•■ 400 -V =*"/» A^, 

Bo duB dagegen ^ in GL 1 zn TemarhliisBigeii ist Dami kimii sach das Arbeits- 

., , ... , p u' 20000^«' ^. „ 
vermögen einfacher geschrieben werden — ^ -^ = - — -^ ^ . Die Be- 

Bctileimignng der Abwärtsbewegung wird nach 61. 6 

P = ff göÖ**'' ' 0,«" = O,OO0«tJ =0,00011^. 

Nennt man pa die Beschlennigiing einer reibnngBlosen Schraube von den 
gleichen TerhBltnissen, so ist nach Gl. 6 (Ar p = 0) 

Po = ff— tgatga, daher F^Po-^l^r^- 

Da non nach GL 7 v' mit p verhältnisgleich, so iet anch, wenn Sl nnd Slg 
das Arbeitsvermögen der wirklichen bezw. der reibnngBloBen Schraube, 

H = Hg -2-i 5iZ . yfi]i man daher das Arbeitsverraügen der sinkenden 

ig (a—a) 

Schranbe verwerthen, so ist ij = -^-^^ — der Wirkungsgrad der sinkenden 

Schranbe. Eb moss zagleich V„ = Mffh sein, da bei der reibungslos sinkenden 
Schraube nur die Schweiiraft Arbeit verrichtet. Um aber von der Höhe h 
sinken zu können, muBste die Schranbe nm diese Grösse gehoben werden, nnd 

weil der Wirkungsgrad der Schraube beim Heben nach S. 259 Bi = . ■ , . ■ ■ ; , 

tgla+fff) 

so war mm Heben die Arbeit 2, = Afgh , ~^' erforderlich. Betrachtet 
tg« 

man nun Auf- nnd Abwfirtsbewegung im ZuBammenhange, so ist der Gesammt- 
Wirkungsgrad 

« „ tg(a-y) _ 
'"-«, -tg(« + p) -"'"■ 
Annähernd kann man auch bei der Kleinheit der Winkel a und ^ tg (a .f y) 
= tg a + / schreiben, dann wird 

0,. - 0,1 1 

■'' - öy+ö^i - T - **'**■ 

Derartige Temachl&ssigungen sind zulässig, weil ja y nnd / doch in jedem 
Falle nnr unsicher bekannt sind. Um die Schraube von 300 ^ Gewicht am 

A = 0,1 ■» zu heben, waren 30 ■ -■- , = annähernd 45 "^ Arbeit wifan- 

^ tg« 

wenden. Nach dem Hinabsinken um 0,i •" beträgt das Arbutsvenni^n noch 

30 . ^^ ^"~ y^ = annähernd l.'i nikg . 
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Alphabetischea TeTzeichnis nnd Bedeutaiig der Buchstaben. 



Alphabetisches Verzeichnis und Bedeutung der in 

den Formeln benutzten Buchstaben unter Hinweis 

auf die erklärenden Seiten des Buches. 



C Centrifagalmoment. 288. 

D Zapfendmck. 920. 

E Effekt, sekimdliche. Arbeit. 221. 

F Flächeninhalt 128. 

ö Gewicht eines Waagebalkens. 153. 

B wagerechte Seitenkiaft einer 

StangenTerbindnng. 179. 
/ Trägheitsmoment. 267. 
JE" Kraft 32. 

E Triebkraft. 211. 2U. 241. 
K Zof^raft fOr ein Fahrwerk auf 

wagerechter Bahn. 254. 
£*, Zugkraft fdr ein Fuhrwerk anf 

einer Steigting. 254. 
JC^ Haltkraft für ein Fnhrwerk anf 

einem Gefälle. 354. 
M Masse eines Körpers oder einer 

Massengmppe. 124. 
N Normalwiderstand. 66. 
N Normalwiderstand einer FlSche. 

189. 
N Aniahl der Pferdestärken. 222. 
P Gewicht 228. 
PS Pferdestärke. 221. 
Q Gewicht 33. 1S2. 
<i Last 239. 
R ICttelkraft. 38. 97. 112. 
R finaserer Halbmesser eines Ringes. 



R grösserer Halbmesser eines Spitz- 

zapfens. 227. 
R Halbmesser eines W^enrades. 

252. 303. 
5 Spannkraft einer StsDge. 172. 
Sy nnd Si Spannkräfte in einem Seile. 
64. 232. 237. 
T Reibnngs widerstand. 139. 
V Rauminhalt eines Körpers. 126. 
W Gesammtwiderstand einer Fläche. 



190. 
X Eräftesumme i 



der z- Richtung. 

der y- Richtung, 



64. 

\ Länge eines schwingenden Kör- 
pers. 292. 

: Geschwindigkeit, besonders gleich- 
bleibende. 5. 

: Geschwindigkeit, Anfangs-. 11. 

I Centamoter. 7. 

\ Zapfendntchmesser. 239. 

I Arm des Seilbiegungswiderstaades. 
240. 

I Arm des Rollwiderstandes. 

t Abstand des Schwerpunktes 
der Drehachse. 268. 



248. 
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' Beibungsziffer. 18;). 
I FaUbeschleunigung. 33. 
i = Steighöhe. 37. 
I Höhe eines Dreiecks. I2S. 
. Höhe eines Trapezes, 129. 
. Höhe einer Pjraniide. 136. 
I Ganghöhe der Schraube. 357. 
- Stunde. 7. 

■ Trägheitshalbmesser. 268. 

: Ziffer der Massenanziehung. 55. 

' ülometer. 7. 

( Wurfweite, -il. 

! Hebelarm. 98. 

E Fadenlänge eines Pendels. 76. 

I SchwingungslSnge eines Pendels. 

279. 
> Masse eines Punktes. 32. 34. 
' Meter. 7. 
! Meterkilogramm. 44. 

■ Minute. 7. 

I minutl. Anzahl der Umdrehungen. 

2-22. 
I Besclileunigmig. 1 ] . 33, 
I Druck flir die Flächeneinheit. 

222. -226. 
, Normal- oder Centripetal - Be- 

ecUennigüng. 61. 
I Tangential- Beschleunigong. 61. 
, Umfau^beschleunigDag. 277. 
r Seitenbeschleunignng. 23. 
' Halbmesser eines £reisee. 131. 
' Erdhalbmesser. 57. 

■ innerer Halbmesser eines Ringes. 

132. 
' Halbmesser einer Kugel. 13.5. 
' Zapfenhalbmesser. 221. 

■ Halbmesser der mittleren Schrau- 

benlinie, 257. 
' Rollenhalbmesser. 2;i9. 
' Mittelbeschlennignng. 33. 
' scheinbare Beschlenn^ung. 85. 
I Wegeslänge. 3. 
I Länge einer Linie. 127. 

Sekunde. 7. 
; Zeit 3. 



t Schwingnngedauer eines Pendels. 

78. 279. 
u Seitengeschwindigkeit. 19. 
u Geschwindigkeit eines Raumes, 80. 

V Geschwindigkeit, besonders rer- 

änderliche, 6. 

V Endgeschwindigkeit. 1 3. 

V Mittelgeschwindigkeit. 31. 
VI Seitengeschwindigkeit 19. 

te scheinbare Geschwindigkeit. 81. 
u Widerstandsziffer für Seilrollen. 

241, 
z Iiänge einer Seitenbewegung. 18. 
<'»' ?Di '(• Koordinaten des Mittel- 
punktes von ParallelkrSften und 
Massen, 123. 
"ot Vot 'd Koordinaten des Schwer- 
punktes. 124, 
y Länge einet Seitenbewegung. 18, 
» Länge einer Seitenbewegung, 18, 

At Zeitraum. 6, 
a Neigungswinkel gegen die Ab- 



: halber Mittelpunktswinkel. 137. 
: Neigungswinkel der schiefen Ebene. 



m Seile umspanuter Bogen. 



332. 



a Neigungswinkel der mittleren 
Schraubenlinie. 257. 

Gleichgewichts-Neigung oder 
Widerstandsziffer ftir ein Fuhr- 
werk, 2.54. 

, oj KeUwinkeL 208, 

9 Neigungswinkel gegen die y-Achse, 
23, 

9 halber Kantenwinkel der scharf- 
gän^gen Schraube. 360. 

r Neigungswinkel gegen die »-Achse. 
23. 

r Dichte. 55. 

3 halber KeilwinkeL 207. 

i halber Keilnuthen-WhikeL 196. 

•y Dicke etoer Platte. 138. 270. 
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e ^inkelbeschleiaiiguDg. "275. 

1} Wirkungsgrad. 214. 

ft auf eineuAbstandrhezogene Masse. 

2ea 

p ErUmmimgBhalbmeBEer. 61. 

y EeibtmgswinlieL 190. 

</' Beibnngswinkel fSr die Bewegnng 

in KeilnntheD. 197. 
m Winkelgeschwindigkeit 87. 



!( Arbeit. 4-2. 

% Arbeit der inneren Kräfte. 143. 

91^ Arbeit der äusseren Kräfte. 143. 

3 geometrisches Tr^heitsmoment 
einer Fläche, wenn dasselbe von 
dem eines Körpers (/) ooter- 
scliieden werden rnnss. 274. 

9Jl Drehmoment 98. 107. 

911 Beibongsmoiiient 221. 
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Alphabetisches Inhaltsverzeichnis. 

(Die Ziffern geben die Seitenzahlen an.) 



Achsen, freie. 289. 

Ächsenstrecke eines Krfiftepaares. 109. 

Achs widerstände bei der Dreh- 
bewegang. 287. 

d'Alembert's Satz. 139. 

AnzieboBg der Massen. 34. 

Arbeit Jl| der inneren KrKfte. 144. 

Arbeit der Schwerkräfte einer Massen- 
gruppe. 138. 

Arbeit 8 einer Kraft 41. 

Arbeit, sekundliche E. 221. 

Arbeitseinheit. 44. 

Arbeitsvermögen. 44. 144. 395. 

Arbeitsvermögen emer Rollbewegang. 
298. 

ArheitsTermSgen eines starren Kör- 
pers. 296. 

Anflftgerdruct. 162. 

Balken anf 2 Stutzen. 162. 
Bandbremse. 235. 
Beschleunigung. 11. 15. 32. 
Bescbleunigimg der Schwere. 33. 38. 
Bewegung auf Torgeschriebener Bahn. 

65. 
Bewegung eines freien Körpers. 296. 
Bewegungen, Zusammensetz nng der. 

n. 

Bewegung, fortschreitende. 79. 
Bewegung, geradUnige. 3. 



Bewegung, 

11. 
Bewegung, 
Bewegung 

Bewegung, 
Bewegung, 



gleichfümig beschleunigte. 

gleichförmige. 5. 
in Eeilnuthen. 196. 
krummlinige, 25. 47. 
scheinbare (relative). 



78, 



B e wegungs-Geseti. 

Bewegung, ungleichförmige. 6. 

Bewegung, vorgeschriebene in loth- 

rechtem Halbkreise. 72. 
Bewegung, zusammengesetzte. 17. 
Bewegung, zusammengesetzte, Ter- 

schiebong und Drehung. 295. 
Bremszaum. 229. 
Brückenwaage. 186. 

Centralachse einer Kräftegruppe. 115. 
Centrifugalkrafb 88. 
Centrifugalmoment. 288. 
Centripetal-Beschleunigung pn ■ 61. 

Dichte r. 5.5. 136. 
Differenz -Blaschenzug. 244. 
Drehachse, Widerstände einer. 287. 
Drehmomente 'flt.' 98. 
Drehung, ungleichförmige. 275. 
Dreifach unterstützter Körper. 164 
Drucklinie einer Eeilgruppe. 209. 
Drucklinje eines Gewölbes. 216. 
Dynamische Standsicherheit. 168. 
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AlphBbetiEch«s iDhalteveTzeicbnis. 



Ebene, schiefe. 192. 
Effekt E. 2-21. 

Energie. 44. 144. 395. 
Erdmasee. 59. 
ErgänzQDgekräfte. 84. 88. 140. 

Ffthqiläne. 8. 

Fallbeschlenni^ng g. 33. 58. 
FaHbeschleon^ong, acheinbafe, tm ver- 

echiedeDen Stellen der Erde. 94. 
Fallbeiregimg. 35. 
FallmaEchine. 285. 
Featklemmea eines Stabes zviscben 

2 Flächen. 205. 
Flaachenzog, 342. 
Flnthknrve. 9. 
Fnhrwerke. 247. 
Fnbrwerke, beschleunigte Bewegung 

der. 303. 

GelenkEtangen- Verbindung. 170. 
Geschwindigkeit 5. 6. 
GeEcbwindigkeit, mittlere. 6. 
GeBchwindigkeitBgeseti. 10. 
Geachwindigkeitsböhe. 36. 
Gewicht 33. 94. 
Gewicht, Arbeit des Gewichtes einer 

Massengrnppe. 138. 
Gewölbe. 216. 
Gleichgewicht nnfgehSi^ter Körper. 

147. 
Gleichgewicht eines Punktes. 63. 
Gleichgewicht; sicheres, unsicberes 

UDd nnentschiedeues, 148. 149. 
Gleichgewichts - Neigung Ug f%i ein 

Fuhrwerk. 254. 
Gleichgewicht starrer Körper. 145. 
Gleichgewicht unterstützter Körper. 

149. 
Qleitbewegnng sich drehender Körper 

auf schiefer Ebene. 304. 
Graphische Statik. 117. 
Gravitation. 54. 
Goldin'sche BegeL 136. 
Gateverhältnis 7. 214. 



Halbkugel auf schiefer Ebene. 196. 
Hängebräcke. 184. 
HebeL 151. 
Hebetana. 98. 
Hebelwaage. 153. 

KegelpendeL 68. 294. 

KeU. 207. 

Keile, mehrere. 208. 

Keillager. 223. 

Keilnuthen, Bewegung in. 196. 

Keilnnthenräder. 231. 

Keilpresse. 212. 

Kettenbrücke. 184. 

Kettenlinie, paiobolische, 181. 

Klemmen eines Stabes zwischen zwei 

Flächen. 205. 
Kraft 32. 
Kratteck. 41. 117. 
Kr&ftegmppe, Centralachse einer. 115. 
Kräftepaat. 105. 
Kräftepaar-AchBB. 109. 
KrSftepaare, Zusammensetzung der, 

106. 
Krfifte, Parallel-, im Baume. 122. 
Kräfteznsainmensetsnng im Banme. 1 1 1. 
Kräfte, Zusammensetzung paralleler. 

103. 
Kraft, lebendige. 44. 144. 295. 
Kraft, Parallelverschiebung einer. 111. 
Krahn, Kräfte an dem Drehzapfen. 163. 

Lebendige Kraft 44. 144. 295. 
Leistung £ einer Kraft 221. 

Hasse. 34. 

Masse, auf einenÄbstand bezogen, /1.368. 
Maaaenanziehung. 54. 
Massengruppe. 138. 
Massen-Hittelpnntt 133, 
Maasenpnnkt n. 1. 
Materieller Punkt n. 1. 
Mechanik des Maesenpunktes. 3. 
Mechanik starrer Körper. 95. 
Mechanische Arbeit !fl. 91. 
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Meterkilagraram i"^. 44. 

Mittetbewegnng. 1 7. 

Mittelkraft. 33. 

Mittelpunkt der Massen. 133. 139. 

Mittelpunkt Ton Farallelkräften. 122. 

Moment, Drehmoment oder Btatisches 

TO. 98, 
Moment, statisches, einer Masse. 135. 

Normal- Beschleunigung p«. 61. 
Norroalwiderstand .V. fi6. 1S9. 

Pappus-Gnldin'scher Satz. 136. 
Ptiraboli»che Bewegung. 59. 
ParaUelepiped-Gesetz. 18. 22. 40. 
Farallelkräfte im Kanme. 132. 
ParaUelogramra-Geeetz. 17.20.23.38. 
FarallelTerschiebung einer Kraft. 111. 
Pendel, einfaches. 76. 
Pendel, Kegel-. 68. 294. 
Pendel, physisches. 277. 
Pferdestärke. 221. 
PochstempeL 203. 
Prony'B Zaum, 229. 

Regler, Schwungkagel-. 90. 
Reibung. 189. 2li,5. 
ßeibnngsbegeL 1 90. 
Beibungsring. 203. 
Beibongsrollen. 224. 
Reibnngswaage. 228. 
ReibnngBwintel. I9Ü. 
EeibnngBdffer.. 189. 
Relative Bewegung, 78. 
Eeversions-Pendel. 282. 
Riemenscheiben. 236. 
Kollbewegung auf schiefer Ebene. 298 
Rollwiderstand, 247, 

Satz der Arbeit 143. 
Satz Ton d'Alembert 139. 
Satz von der Bewegung des Schwer- 
punktes. 141. 
Scheinbare Bewegung, 78. 
Schiefe Ebene. 192. 
Schnellwaage, l-i.j. 



Schranbe. 2.') 6, 

Schraube, flachgängige, 2.i7. 

Schraubenbewegung, beschleonigte. 

309. 
Schraube, scharfgängige. 260. 
Schwerkräfte, Arbeit der, einer Massen- 

gmppe, 138, 
Schwerpunkt 123, 139. 
Schwerpunkts -Bewegung. 141. 
Schwingungsdanor eines Pendels. 78. 
Schwtngnngslänge eines Pendels. 279- 
Schwungkngel-Regler. 90. 
Seilbiegnngs- Widerstand. 239. 
Seileck. 117. 
Seilpolygon. 1 1 7. 
Seilreibong. 232. 
Seilrolle, beschleunigte Bewegung 

einer. 284. 
SeUrollen. 238. 

Spannkraft S einer Stange. 172. 
Spitzzapfen. 327. 
Spurzapfen. 22,'>. 
Stabilität 148, 168. 
Standsicherbeits-Moment 165. 
Stangen- Verbindung. 1 70. 
Statisches Moment jß, 98. 
Statisches Moment einer Masse. 135. 
Steighöhe eines aufwärts geworfenen 

Körpers. 37. 

223. 



Tafelwaage. 188. 
Tangentjal-Beschleunigung p^. 61. 
Thüi, Aufhängung derselben. 162, 
Tisch, Gewichtsvertheilung. 164, 
Trägheit 31. 

Tr^heitshalbmesser i, 268, 
Trägheitamoment J. 267. 

TJmkehmngs-Pendel. 282. 
Untersttltznng in einer ebenen Fläche. 
lefi. 

Verrückung. 79. 
Verschiebung. 79. 
Verzögerung. 12. 
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Alphabetisches Inhaltaverecichnis. — Berichtigungen. 



Waage. 1Ö-2. 






Walzen. 3,il, 




Kräften. 117. 


Wecheelwirlniög. 34. 




Zeigerwaage. 154. 












-254. 




102. 




241. 








Znsammensetzang von Kräften im 


Winkelgeschwindigkeit «.. H7. 




Baoine. 111. 


Wirkungsgrad ^y, 314. 






Wnrfbewegung. 48, 




loe. 

Zosanunensetzong von Parallelkräften 


Zapfeureibung. 220. 




im Banme. 122. 


Zaum, Prony's. 22». 




Zweifach unterstützter Körper. 157. 



Anf S. 
Anf S. 

Anf S. 
Anf S. 
Auf S. 
Anf S. 
Auf S. 
Auf S. 
Anf S. 



Berichtigungen. 

12, Zeile 8 von unten soll ob statt Gl. 3 helssen: Gl. 4. 

13, Zeile I!) von unten soll ee statt durchfährt heissen: durchfahrt 
17, Zeile 8 von unten soll es atatt Endpunkt heiaaen: Eckpunkt. 

19, Zeile 1 von oben desgleichen. 

20, Zeile 18 von oben soll es statt in dt heissen: um dl. 
31, Zeile 18 von unten soll es statt v heissen: u. 

25, Zeile 17 von unten soll ea statt v heissen: r. 

35, Zeile 1 und 2 von oben soll es statt », heissen: nij. 

56 soll Gl. ii heissen: 



HP 



+ dp\ =-- 



i, 98, ZeUe 17 vo 

i. 106, Zeile !) vo 

;. 111, Zeile 8 vu 

i. 165, Zeüe 18 v 

l 1G6, Zeile Li ' 

>. 180, Zeüe 3 vi 

i. 197, Zeile 10 v 

i. 197, ZeUe 17 i 

i. 219, ZeUe 7 vo 



oben soll es statt K^ heissen: K» . 
oben soll es statt Momant heissen: Moment 
statt einen heissen: einem. 

Dter d.- h. einzuschieben: solange R. 

IS statt GnmfllLche heissen: Grundfläche. 

: statt parallell heiBseu: parallel. 

I statt denjenigen heissen: demjenigen. 

I statt an heissen: in. 

statt gleichwerthig sein heissen: 



1 unten soll 
m Dnt«n ist 
on oben soll 
n unten soll 
)n oben soll 
in oben soll 
1 oben soll e 
das Gleichgewicht halten. 
i. 227, ZeUe 14 von unten fehlt hinter 90*— <! ein -, , 
i. 237 soll es in der Seitenfiberschrift statt g) Bandbremse heissen 

h) Riemenscheiben. 
i. 23!) soll es in der Seitenüberschrift statt g) Bandbremse heissen: 
i) Seilrollen. 
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